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Resume. Nous donnons une interpretation topologique des espaces de formes 
harmoniques L 2 de certaines des varietes QALE introduites par D. Joyce. 
Nous introduisons pour cela un critere analytique qui nous permet d'utiliser 
des bouts de suites exactes de Mayer- Vietoris. 



1. Introduction 

Sur une variete riemannienne compacte, le celebre theoreme de Hodge et de 
Rham identifie les espaces de formes harmoniques L 2 aux groupes de cohomologie 
reels de la variete. Lorsque (X, g) est une variete complete et non compacte, ses 
espaces de formes harmoniques L 2 

H k {X) = {a G L 2 {K k T*X),da = d*a = 0} 

peuvent etre identifies aux espaces de L 2 cohomologie reduite : 



H k {X) ~ U k {X) = {a G L 2 (A k T*X), da = 0} /{da, a G L 2 {A k ~ 1 T*X),da e L 2 } 

ou l'adherence est prise pour la topologie L 2 . Cependant cette cohomologie L 2 
reduite n'est pas en general pratique a calculer, car elle ne verifie pas les suites 
exactes de Mayer- Vietoris. La cohomologie L 2 non reduite definie par 

nr M k (X) = {ae L 2 (A k T*X), da = 0} / {da, a G L 2 (A k ~ 1 T* X), da G L 2 } 

peut se calculer a l'aide de suites exactes de Mayer Vietoris, cependant ces espaces 
ne coincident que lorsque l'image de d est fermee et dans le cas contraire les espaces 
de cohomologie 1? non reduite sont de dimension infinie : ils ne permettent pas de 
recuperer la cohomologie 1? reduite. 

De nombreux travaux donnent une interpretation topologique de ces espaces de 
cohomologie L 2 reduite en fonction de la topologie et de la geometrie a l'infini. Par 
exemple, dans PQ, M. Atiyah, V. Patodi et I. Singer calculent la cohomologie L 2 
reduite des varietes a bouts cylindriques, les travaux de A. Borel, B. Casselman, E. 
Looijenga, L. Saper, M. Stern et S. Zucker ont permis d'identifier la cohomologie L? 
des varietes hermitiennes localement symetriques 1 a la cohomologie d'intersection 
de leurs compactifications de Borel-Serre-Satake ([31131 1231 13511401 141j ). les varietes 
a courbure negative ou asymptotiquement nulle ont aussi fait l'objet de nombreux 
travaux ([2JE3E1I3JEI). 

Recemment, A. Sen a utilise une dualite issue de la M-theorie pour predire 1' ex- 
istence de formes harmoniques 1? sur l'espace reduit des monopoles de charges 
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1 dans ce cas l'image de d est fermee et cohomologie L 2 reduite et non reduite coincident. 
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k sur R 3 ( t 37J). Grace a des arguments egalement issus de la physique theorique, 
il existe aujourd'hui de nombreuses predictions concernant les espaces de formes 
harmoniques L 2 sur certaines varietes riemanniennes completes a holonomie excep- 
tionnelle. Dans un papier remarquable, N. Hitchin montre qu'une variete hyperkah- 
lerienne complete de dimension reelle 4d obtenue par reduction hyperkahlerienne 
de M 4n ne peut porter de formes harmoniques L 2 qu'en degre 2d ^jj ; pour cela il 
utilise une amelioration due a J.Jost et K.Zuo ((2U) d'un resultat de M. Gromov 
( |14| cf. aussi jHlEE])- N. Hitchin determine aussi les formes harmoniques L 2 de 
certaines de ces varietes dont l'espace reduit des monopoles de charge 2 et il verifie 
dans ce cas les predictions de A. Sen. En fait les travaux de G. Segal et A. Selby 
montrent les predictions de A. Sen equivalent a demontrer que pour ces varietes la 
cohomologie L 2 reduite est isomorphe a l'image de la cohomologie a support com- 
pact dans la cohomologie absolue Un travail fondamental de T. Hausel, E. 
Hunsicker, R. Mazzeo interprete les espaces de cohomologie L 2 reduite des varietes 
dont la geometrie a l'infini est de type "fibred boundary" (a bord fibre) ou " fibred 
cusp (a pointe fibre) en terme de cohomologie d'intersection de la compactification 
obtenue en ecrasant les fibres de la fibration a l'infini (521) ■ Ces geometries intro- 
duces par R. Mazzeo et R. Melrose modelisent les varietes localement symetrique 
de Q-rang 1 et certaines geometries (ALE, ALF, ALG) des varietes a holonomie 
exceptionnelle ( 28 ) et ce travail leurs permet de confirmer ou d'infirmer certaines 
des predictions issues de physique theorique (cf. la septieme partie de ^2] pour plus 
de precisions). 

L'objet de ce travail est la classe de varietes a holonomie SU(n) ou Sp(n/2) 
construite par D. Joyce (theoreme 9.3.3 de [22]) : 

Theoreme A. Soit G C SU(n) un sous groupe fini et X — > C"/G une resolution 
crepante de C n /G, si X porte une metrique kahlerienne QALE asymptote a C n /G 
alors elle porte aussi une metrique Kahler- Einstein plate; de plus si G C Sp(n/2) 
alors cette metrique est hyperkahlerienne. 

Nous ne donnons pas la definition de resolution crepante (cf. (22] page 126 
par exemple), nous signalons uniquement qu'une telle resolution n'existe pas tou- 
jours. Nous dirons plus loin deux mots sur la geometrie des varietes QALE (Quasi- 
Asymptotiquement Localement Euclidienne). Certaines de ces resolutions comme 
les schemas de Hilbert sur C 2 sont aussi connues sous le nom d'espace des instantons 
non commutatifs (|33| l32|l. Notre resultat principal est le suivant : 

Theoreme B. Soit G C SU(n) un sous groupe fini, on suppose que S 2 ™ _1 /G le 
quotient de la sphere par G soit a singularites isolees. Si X C n /G une resolution 
crepante de C n /G equipee d'une metrique QALE asymptote a C n /G alors 

M k (X) ~ Im ( H h c {X) -^H k {X)). 

Les travaux de Y. Ito et M. Reid, V. Batyrev, J. Denef et F. Loeser permettent 
de decrire la cohomologie usuelle de A" a l'aide des classes de conjugaison de G 
( ( |2()ll2in"3"]). Notons C(G) l'ensemble des classes de conjugaison de G, en corollaire 
de ce theoreme nous obtenons : 

Corollaire 1.1. Soit G C SU(3) ou G C Sp(2) un sous groupe fini et X — C n /G 
une resolution crepante de C n /G equipee d'une metrique QALE asymptote a C n /G, 
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alors : 

In n 

XL 2(X) = ^(-l) fc dimH fc (X) = ^dimH 2/ (Jf) 

k=0 1=0 

= card{[ 5 ] eC(G),ker(. 9 -Id) = {0}}. 

En particulier, nous demontrons que I'espace des formes harmoniques L 2 de 
Hilb 3 (C 2 ) est de dimension 1 et qu'il est forme de formes de degre 4. Notre theoreme 
repond par rafErmative a une question de E. Hunsicker. Lorsque G agit sans point 
fixe sur § 2n_1 alors X est une variete ALE : au dehors de 7r -1 {0}, X est quasi 
isometrique au bout de cone {z G C", \\z\\ > 1}/G et dans ce cas ce theoreme FBI est 
deja connu (jSHD 7 ])- 

Decrivons rapidement la geometrie a 1'infini des varietes QALE considerees ici : 
nous supposons done que G C SU(n) soit un sous groupe fini et que E> 2n ~ 1 /G soit 
a singularites isolees. Notons S C S 2n ~ 1 /G ce lieu singulier ; e'est le quotient par G 
d'une reunion de spheres. Si (X,g) est une variete QALE asymptote a C"/G alors 
au dehors d'un compact K C X, 

X \ K = U l i=0 Ei 

ou Eq est quasi-isometrique a un bout cone sur (S 2n_1 /G) \ S e ou S £ est un e 
voisinage de S C § 2n_1 /G et chaque Ei a un revetement fini quasi isometrique a 

{(y,v)€Y i xV i , l<\\v\\,\\Tr i (y)\\<2e} 

ou Vi C C™ est un sous espace vectoriel, Ai = {g 6 G,g\y t — Id} ^ {Id} et iti : 
Yi — » /Ai est une resolution de /Ai equipee d'une metrique ALE asymptote 
a Yt/M. 

L'outil important introduit ici est une suite de Mayer- Vietoris entre cohomologie 
L 2 a poids reduite. Pour alleger les discours on introduit la definition suivante : 

Soit (X, g) une variete riemannienne (non necessairement complete) et fi, w des 
fonctions strictement positives (lisses) sur X, on suppose de plus que w est bornee. 
On peut definir la cohomologie a poids : 

H*(JC) = {a£ Ll(A k T*X),da = 0} /{da,a i L 2 l {A k - 1 T*X),da € i 2 } 

ou I'adherence est prise pour la topologie L 2 associee a la mesure fidvol g . On note 
aussi V^ 1 (d) = {da, a 6 L 2 l (A k ~ 1 T*X),da e L 2 } le domaine de d. 

Definition 1.2. On dira que I'image de d : T> k l ^ 1 (d) — * L 2 l (A k T* X) est presque 
fermee (en degre k et par rapport a w) si lorsqu'on introduit I'espace 

Ct^(X) = {ae L 2 w ^{A k - 1 T*X),da e L 2 t (A k T* X)} 

alors I'image de d : C k ~^(X) — * L 2 l (A k T*X) est fermee et son image est exactement 

d2?£ -1 (d) = {da,ae Ll{A k - 1 T*X),da £ L 2 ). 

Cette notion de "presque fermeture" de I'image de d est tres pratique car elle 
permet d'obtenir des suites de Mayer- Vietoris : 

Theoreme C. Si X = U U V (U, V C X ouverts de X), on suppose que I'image 
de d est presque fermee ( en degre k et par rapport aw) sur X,U,V etUHV et que 

{0} - c*-J(X) c k w -^(u) © c h w ^(v) c k w ^{u n v) - {0} 
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alors la suite exacte courte suivante est verifiee : 

K^(U)mi^(V) -±> B*-\UnV) m*(X) H^(f/)©H^(F) H^C/nF). 

Cette suite exacte permet en principe de determiner H^(X) lorsqu'on connait 
les autres espaces et les differentes fleches de cette suite exacte. 

Grace a un resultat de L. Hormander et a nos precedents travaux sur la 

non parabolicite a 1'infini, nous obtiendrons : 

Theoreme D. Soit (X,g) une variete riemannienne complete et w une fonction 
strictement positive lisse bornee sur X (veriHant AS. ty) . nous notons = w~ 1 d*w 
I'adjoint formel de I'operateur d : L 2 u (A k ~ 1 T*X) — > L 2 u (A k T*X) alors il existe un 
compact K C X telle que 

g c{f (A k ~ 1 T* (x \ k)), y\\ Ll < C [\Kv\\ L 2 + 

si et seulement si les images ded : C k J(X) -» L 2 v (A k ~ 1 T*X) etded : C^{X) -» 
L 2 (A k T*X) sontfermees et si dimH^" 1 ^) < oo. 

Ceci est a rapprocher de la definition que nous avions introduite dans jH] et 
utilisee dans [2] pour determiner la cohomologie L 2 reduite des varietes plates au 
dehors d'un compact : 

Definition 1.3. Soit (X,g) une variete riemannienne complete, on dit que I'operateur 
d + d* est non parabolique a 1'infini s'il existe un compact K C X tel que pour tout 
ouvert borne U de X \ K, il existe une constante C > telle que 

^eC^(A'T*(X\K)), CM LHU) < \\(d + d*M- 

Decrivons maintenant l'organisation de ce papier : dans une premiere partie, on 
rappelle les definitions des espaces de cohomologie L 2 a poids, dans une deuxieme 
partie nous decrivons notre critere de presque fermeture de l'image de d et nous 
y donnons des conditions pour que l'image de d soit presque fermee sur U U V 
lorsqu'elle Test sur U, V et UC\V et pour qu'elle soit presque fermee sur U lorsqu'elle 
l'est sur U U V et U fl V. On compare aussi cette condition a la non parabolicite 
a 1'infini et nous montrerons le theoreme El On calcule ensuite la cohomologie 
L 2 reduite des cones et a titre d'illustration nous reprouvons un resultat de R. 
Melrose ([HI]) a propos de la cohomologie L 2 des varietes a bouts coniques. On 
decrit ensuite la geometrie des varietes QALE. Enfin dans la derniere partie nous 
prouvons notre resultat principal (le theoreme El , en fait notre methode permet 
aussi de determiner la cohomologie L 2 des varietes QALE asymptote a <C n /G (ou 
E> 2n ~ 1 /G est a singularites isolees) et pas seulement des resolutions crepantes. La 
description de ces varietes faite plus haut implique qu'il y a un compact K sur 
lequel la variete X se retracte. Et le bord de K est une resolution de S 2n-1 /G. Les 
singularites de S^^/G sont de la forme (C m - /A, x S^-^/B, ou A t C SU(m 4 ) 
agit sans points fixes sur C mi \ {0}, Bi agit sans point fixe sur C mi /A4 \ {0} et sur 
§2n 4 -i . ceg s i n g U i ar ites sont resolus par (Yi x S 2 ™ l_1 )/i? i . Notons Y — {J i Yi/B l , 
on dispose d'une application / : Y —> dK, on peut considerer le sous complexe de 
C°°{A k T*K) forme par les formes differentielles dont le tire en arriere par / est 
nulle et on note H* (K, ker /* ) la cohomologie de ce complexe : un cas particulier 
de notre resultat est le suivant 
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Theoreme E. Soit G C SU(n) et {X,g) une variete QALE asymptote a C n /G 
on suppose que § 2n_1 /G est a singularites isolees et que la dimension reelle de ces 
singularites est plus grande ou egale a trois alors 

( H k (K, dK) ~ H k (X) si k < 2 
U k (X) ~ I H k (K,kex f*) sifce[3,2n-2] 
[ H k (K)~H k (X) sifc>2n-2 

Remerciements. Je tiens a remercier C. Sorger pour avoir repondu patiemment 
a mes questions nai'ves sur la cohomologie des resolutions crepantes. Je remercie 
Eugenie Hunsicker dont les commentaires sur une version precedente de ce papier 
m'ont permis d'y reperer une erreur ; je la remercie egalement avec T. Hausel et 
R. Mazzeo et 1' A.I.M. pour avoir organise et accueilli la conference "L 2 Harmonic 
Forms in Geometry and Physics" au cours de laquelle cette question a ete soulevee. 
Enfin, ce travail a debute alors que je beneficiais d'une delegation partielle au 
C.N.R.S. 

2. L 2 COHOMOLOGIE (A POIDS). 

Nous presentons ici les espaces de cohomologie L 2 , on trouvera d'autres presen- 
tations dans les articles de J. Cheeger, S. Zucker, J. Lott (^2001 EH et de facon 
plus abstraite dans le papier de J. Briining et M. Lesch (0) . 

Si (X, g, n) est une variete riemannienne equipee d'une mesure lisse fi(x)dvol g (x) 
(ou meme seulement dans L™ c ), on introduit l'espace L 2 JK k T*X) des formes dif- 
ferentielles qui sont de carre sommables pour cette mesure, la norme de cet espace 
de Hilbert est : 

IMI 2 = f HVvoi. 

Jx 

On note ( , ) ^ le produit scalaire associe. 

L'espace des fc-formes L 2 fermees est l'espace Z k (X) des formes a £ L 2 l (A k T*X) 
qui sont fermees au sens des distributions, i.e. celle qui verifie : 

V/3GC °°(A fc+1 T*X), (a,d;p)^=0. 
Ou d* est l'adjoint differentiel formel de l'operateur 

d : C^'{A k T*X) -> Ll(A k+1 T*X) ; 
si la variete X est orientee et si * est l'operateur de Hodge on a 

tf* = ±^ _1 *d* (i 

le signe etant fonction du degre. Lorsque fi = 1, on ne mentionnera pas la reference 
a la fonction /j, : on notera L\ — L 2 ,d*—d\... 
Le domaine (maximal) de d est 

= {a£ L 2 (A k T*X), da £ L 2 ^ (A k+1 T*X)}. 

C'est a dire a £ T> k (d) si et seulement si a £ L 2 (A k T*X) et s'il y a une constante 
C tel que 

£ C%°(A k+1 T*X), | (a,d» M | < C|| V || M . 
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Maintenant on fait l'hypothese suivante : 
(2.1) 

La variete X est l'interieur d'une variete a coins X et la metrique g 
et le poids \i s'etendent aletl est complet pour la distance geodesique. 

On note alors C§°(A k T*X) l'espace des formes differentielles lisses et a support 
compacte dans X et Cg°(A k T*X) V espace des formes differentielles lisses et a sup- 
port compacte dans X c'est a dire celle dont le support est borne dans (X,g). Avec 
cette hypothese, C§°(A k T*X) est dense dans V k (d) lorsque ce dernier espace est 
equipe de la norme 

a | - > \\ a \\n + \\ da \\v 
La I/^-cohomologie non reduite de (X, g, /i) est definie par 

nr W k l (X) = Z k (X)/dV k - 1 (d). 

La L 2 cohomologie non reduite est la cohomologie d'un complexe mais lorsque 
l'image de d n'est pas fermee ce n'est pas un espace de Hilbert, c'est pourquoi on 
introduit la L^-cohomologie reduite : 

M$(X) = Z k (X)/dV k -\d) = Z k (X)/dC^(A k ^T*X). 

On notera B k (X) = dC§°(A k T*X) ou l'adherence est pris dans L 2 ^. Evidemment 
lorsque l'image de d : V k ~ 1 (d) — > L 2 l (A k T*X) est fermee ces deux espaces coinci- 
dent. L'objet de cet article est la cohomologie L 2 reduite, pour alleger le discours 
on omettra de signaler l'adjectif reduite. 

La cohomologie L 2 se represente par des espaces de formes harmoniques. On 
introduit le domaine de (i*, ou plus exactement de l'adjoint de d : T> k ^ 1 (d) — > 
L 2 (A k T*X) : lorsque a G L 2 (A k T*X) alors a G T> k (d*) si et seulement s'il y a une 
constante C telle que 

e C^{A k - l T*X), | (a,#)^ | < C|MU. 

Lorsque a G C^(A k ^ 1 T*X) alors a G T>(d*) si et seulement si le long de la 
partie lisse du bord de X, a n'a pas de composante tangentielle. 
Lorsque V k (d* fl ) est equipee de la norme du graphe 

a ^ IMU + IK a IU 

alors Cg°(A k T*X) est dense dans P fc (^). On introduit done : 

H*{X) = {a G Z k (A k T*X), a G V{d*J et d^a = 0}. 
La decomposition de Hodge-deRham nous apprend que : 

Lj l (A k T*X) = H k (X) © B k (A k T*X) © d'X^+^d*) 

= H k (X) © dC§°(A k - 1 T*X) © d*Cg°(A fc + 1 T*A") 



l'adherence etant bien entendu prise pour la topologie de L 2 l (A k T* X) et on sait de 
plus que 

Z k (X) = H*(X) © B k (A k T*X). 
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Done on en deduit l'isomorphisme : 

H*(X) ~ Hl(X). 

On peut aussi definir la L 2 cohomologie relative (a dX ou a Y C une 
hypersurface de X) en considerant l'espace T> k (d,Y) des formes a 6 L 2 l (A k T*X) 
pour lesquelles il existe une constante C telle que 

W> e c-(A t+1 r(iuy)), | (a,d; v )^ \ < cm,. 

On definit alors 

Z*{X,Y) = {ae-D*{d,Y), da = 0} 

et 

B*(X,Y) = dD*T 1 (d,Y). 

H*(x,y) = z*(A:,y)/B*(x,y). 

Ces espaces admettent aussi une interpretation en terme de formes harmoniques : on 
introduit pour cela l'espace P„(d„,y) des formes a € L 2 (A fe T*X) pour lesquelles 
il existe une constante C telle que, 

y^eC^(A k+1 T*(XUY)), I (a,dp>„ | < C|MU . 

Si on definit 

H k (X,Y) = {ae Z k (X,Y)C)V k (d;,Y), d*^a = 0} 
alors nous avons l'isomorphisme 

ff*(x,y)~w*(x,y). 

Lorsque X est orientee 2 , l'operateur * de Hodge induit un isomorphisme : 

H*{X)~Hll?(X,dX). 

Remarque 2.1. On peut aussi introduire comme implicitement L. Hormander |17l 
Il8] et plus explicitement N. Teleman jSH] la £ 2 oc -cohomologie. C'est la cohomologie 
du complexe des formes differentielles qui sont dans Lf oc ainsi que leur differ entielle. 
Selon la proposition 3.3 [38] . la cohomologie de ce complexe calcule la cohomologie 
de X (la cohomologie de de Rham). La dualite de Poincare dit que la cohomologie 
de X est isomorphe au dual de la cohomologie a support compact, en particulier il 
n'y a pas lieu de distingue la Lf oc cohomologie reduite ou non reduite car l'image 
de d est fermee sur L\ oc . En effet, une forme fermee Lf oc nulle en cohomologie L\ oc 
reduite est exacte en restriction a chaque domaine compact a bord lisse de X, elle 
definit done une forme lineaire nulle sur la cohomologie a support compact, elle est 
done exacte en cohomologie Lf oc . Aussi une forme fermee de L 2 nulle en cohomologie 
L 2 reduite est nulle en cohomologie L\ oc en particulier elle est la differentielle d'une 
forme dans L 2 oc . De plus lorsque X est compacte alors la L 2 cohomologie (qui est 
evidemment isomorphe a la Lf oc cohomologie) est isomorphe a la cohomologie de 
X. 



Lorsque X n'est pas orientee, un resultat analogue est valide en considerant les formes a 
valeurs dans le fibre d'orientation. 
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3. la condition de presque-fermeture de l'lmage de d et la suite de 

Mayer- Vietoris 

On introduit maintenant une condition qui permet d'obtenir un petit bout de 
suite exacte de Mayer- Vietoris. 



3.1. Definition. On considere done (X, <7,/x) une variete riemannienne equipee de 
la mesure /i(x)dvo\ g et w : X — >]0, oo[ une fonction lisse bornee, on dira que 

Vimage de d : T> k ~ 1 (d) — > L 2 l (A k T* X) est presque fermee (en degre k et par 
rapport a w) si lorsqu'on introduit I'espace 

CtJ(X) = {ae Li^(A k - 1 T*X),da E L-l(A k T*X)} 

alors Bf l (X)=dCt-}(X). 

Lorsque (X, g, [i) verifie l'hypothese 112. If) alors ceci equivaut a ce que 1'image de d : 
Cw~/}(X) — > L 2 t (A k T*X) soit fermee. Dans ces conditions une forme fermee a e 
Z k (X) est nulle en cohomologie L 2 ^ si et seulement si il existe f3 € L 2 ^ )1 (A k ~ 1 T*X) 
telle que a — d(3 3 . II est evident que lorsque 1'image de d est fermee elle est presque 
fermee. Remarquons que lorsque w' < w, alors 

ainsi si 1'image de d : r D k ~ 1 (d) — » L 2 l (A k T*X) est presque fermee par rapport a w 
alors on a 

B k (X) c <7*PQ, 

mais on n'a pas forcement egalite. Dans (lemme 3.1 de QDl), nous avons obtenu un 
critere qui assure l'inclusion inverse (cf. aussi les articles de N. Hitchin, P. Li , J. 
Mc Neal, J. Jost et K. Zuo O E3 EE1 EH) : 

Proposition 3.1. Si (X,g,fi) verifie \2. 1\) et si w(x) > -^rr^h, x ^ (ou o est un 
point fixe de X) ou la fonction tp verifie 

f°° dt 

J W) =QO 

alors 

dC k w J(X)cB k (X) 

Definition 3.2. Lorsque w verifiera les hypotheses de cette proposition on dira que 
w est a decroissance parabolique. 

Un corollaire de ce resultat est done le suivant : 

Corollaire 3.3. Si (X, g, /x) verifie les hypotheses 12.1)) et si Vimage de d : C^HX) 
L 2 l (A k T* X) est fermee alors pour tout poids w' < w a decroissance parabolique, 
Vimage de d : C^^AX) — » L 2 t (A k T* X) est encore fermee. 



au sens des distribution. 
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3.2. Suite de Mayer- Vietoris. 

Theoreme 3.4. Si X = U U V (U, V C X ouverts de X ) et w : X ->]0, oo[ une 
fonction lisse, on suppose que Vintage de d est presque fermee (en degre k et par 
rapport aw) sur X,U,V et U n V et que 

{0} - ctj(x) X c k w J(u) © ctj(v) ctj(u nv)^ {0} 

alors la suite suivante est exacte : 

K?V)®<?(V) H^lt/ny) h*(x) H*(t^)eH*(^) H^(fnv). 

Demonstration. Si i C B C I on note l'inclusion : A ^ B et on note 

w = unv. 

Montrons l'exactitude de la derniere fieche i.e ker 5 = Imr* : soit done (a, (3) <E 
Z^(U) © Z*(V) telle que 

II y a alors ^ G ^^-(W) tel que i-^a — = et par hypothese il y a aussi 

{ipu,ipv) G C^(U) © C^(F) tel que t^^tf - ^,yVv = ^- Alors si 7 est la 
fc-forme sur X telle que 

t cr,x7 = " - #tf et ( -y,x7 = /? - #v 

alors 7 est fermee sur X et on a bien i{j X l — oe £ B*(U) et i v ^ x l ~ G B*(V). 

On montre maintenant l'exactitude de la fieche du milieu i.e. kerr* = Imb. 
Rappelons comment b est defini, soit 

r 1 ezt- 1 (unv)cctj(unv), 

alors par hypothese, on trouve (ipu,i>v) G C^j~^{U) ®C*~*(V) tel que 

V = L *w,u^u ~ L wyi>v 
alors la forme <p definie sur X par : ly-ip = dipjj et L v <p = dtpu est un element 
de Z*(X), sa classe de cohomologie L 2 ^ ne depend pas que de la classe de L 2 wli 
cohomologie de 77, et alors 

b[n] = [cp]. 

Soit done 7£Zj(I) telle que 

fu,xl G Bl(U) et i v . xl e B*(V), 

on trouve done (ipu,ipv) G C%~^(U) © C%~^{V) tel que : iu t xl = ^Af/ et t VtX l = 
dipv Alors t^u^u ~ L w,v^v G Z^ l 1 {W), et evidemment on a 

On montre finalement l'exactitude de la premiere fieche : e'est a dire Im 8 = ker b. 
Soit done 77 G Z^ J ~ 1 (W), tel que sionchoisit (V>c/,Vv) G C^ 1 (f/)©C^ 1 (F) verifiant 
^ = L wu' l l } u — t-wyipv alors la fc-forme L 2 fermee 7 definie par 

L u,xl = dtpu et iy jX 7 = dipv 
est nulle en cohomologie L 2 ^. Par hypothese il existe <f> G C^^-(X) telle que 7 = d<^. 
Mais alors on a a — ipu - i-u, x <f> G et = ipv - l vx 4> e Z^CV) d'ou 

<7 — i wu a ~ L wvP- 

□ 
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Remarques 3.5. i) On peut evidemment enoncer un theoreme analogue pour 

la cohomologie relative a une hypersurface Y C dX a condition d'intro- 
duire l'espace C k ~^(X, Y) des formes a G L 2 v ^(A k ~ 1 T*X) telles qu'il existe 
une constante C avec 

ii) La preuve indique aussi que pour avoir l'exactitude au niveau des deux 
dernieres fleches, on a uniquement besoin que l'image de d soit presque 
fermee sur U fl V, pour l'exactitude au niveau des deux fleches du milieu, 
il sufHt que l'image de d soit presque fermee sur U et V et au niveau des 
deux premieres fleche il suffit que l'image de d soit presque fermee sur X. 

3.3. Condition pour assurer la presque fermeture de l'image de d. Si on 

decoupe la variete en petits bouts sur lesquels l'image de d est presque fermee, 
il n'est pas clair que l'image de d soit presque fermee sur la variete ; void une 
proposition qui assure ceci (c'est en quelque sorte un voyage de la cohomologie vers 
1' analyse fonctionnelle) . 

Proposition 3.6. Soit (X,g) une variete riemannienne verifiant k2.1\) et fi,w,w' 
des fonctions strictement positives lisses sur X . On suppose que X — UUV (U, V C 
X ouverts de X) et que les conditions suivantes sont verifiees : 

- l'image de d est presque fermee sur U et V par rapport au poids w. 

- Le poids w est a decroissance parabolique. 

- dC k w 7 2 w ^(unv) = Bt- 1 (unv). 

- C h w -%,{U) © c*t* m (V) -±> c^{u n v) - {0} 

- la suite suivante H*" 1 ^) © H^V) -> H*- X (f7 fl V) — — > H*(X) est aussi 
exacte, 

alors l'image de d est presque fermee sur X par rapport au poids w. 
Demonstration. Soit done 7 G B*(X), evidemment on a aussi 

i<u,xl e B*(U) et e B K V ) 
II y a done (ipu,ipv) G C&£(U) © C*-*(V) tels que 

^,x7 = dipu et ty X 7 = dipv- 
On definit alors 77 = ty^u^u — <wv^v & Z^7^-{W) et cette forme verifie par 
construction %] = 0. II y a done ^ G C k 7 2 wf ,(W) et (ay, ay) G Z^ 1 (U) ® Z^ 1 (V) 
tels que 

n = d<j) + L* w v au - L* w v a V - 
Et on trouve aussi {4>v,4>v) G C^7^(C7) © C k w 7 2 wfl {V) tels que 

l w,u$u — <^wy4>y = 4>- 

Si 7/1 G C^(X) est defini par 

i t/,xV' = "017 — #t/ - "(7 et ty X V = - #v - &v, 
alors on a bien 7 = efy/>, Ainsi, nous avons obtenu l'inclusion : 

c dCt^(X). 

L'inclusion reciproque est une consequence du fait que w est a decroissance parabolique. 

□ 
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Nous avons bien evidemment un enonce analogue pour la cohomologie L 2 relative 
hYddX. 

On a aussi un critere qui assure que Pimage de d est presque fermee sur U 
lorsqu'elle Test sur X et U R V. 

Proposition 3.7. Soit (X,g) une variete riemannienne telle que 12. lp soit verifiee 
a coins et fx,w des fonctions strictement positives lisses sur X. On suppose que 
X = U U V oil U verifie aussi 12. lp . Les conditions suivantes 

- L'image de d est presque fermee sur X et U C\V par rapport au poids w. 

- Le poids w est a decroissance parabolique. 

- {0} - c*-J(x) c^(u) © c*-J(y) c*-£{v nv)^ {0} 

- l* ux : B*(X) -» B*(U) est injective 

impliquent que l'image de d est presque fermee sur U par rapport au poids w. 

Demonstration. Soit a £ B^(U) on a done iyyu a BpSW) e ^ on trouve de meme 
(ipu,ipv) e C^(U) ®C*j,~j?(V) tels que di^^tpu -dt-wy^v = L w,u a - Maintenant 
si 7 G Z*(X) est defini par 

L u,xl = ol- dipu et L* VyX l = -dtpv- 
Alors 7 est ferme et i\j xl e B~SP) done par hypothese : 7 S B*(X) et on trouve 
4> € Cw~*(X) tel que 7 = d(f>, ainsi a = dtpu + dt^ x tp. D'ou l'inclusion 

L'inclusion reciproque est une consequence du fait que w est a decroissance parabolique. 

□ 

Remarque 3.8. On remarque que l'on peut remplacer I'hypothese que l'image de d 
est presque fermee sur X par I'hypothese que si a £ B^(X) alors il y a une forme 

f3 6 Lf oc tel que a — d(3 et i* ux fi G ^ui/z- 

La preuve de la proposition precedente montre meme le resultat suivant : 

Corollaire 3.9. Si en plus des hypotheses precedentes, on a M*(U PI V) = {0}, 
alors 

H*(I/)~H*(X). 

3.4. Comparaison avec la non parabolicite. Dans [2], nous avons utilise une 
condition similaire a la presque fermeture de l'image de d : 

Definition 3.10. Soit (M, g) une variete riemannienne complete, on dit que l'opera- 
teur d + d*^ est non parabolique a l'infini s'il existe un compact K c M tel que pour 
tout ouvert borne J7 de M \ K, il existe une constante C > telle que 

Vvecs°(A'T*(M\K)), cy\\mu) < ||(d + d>|| M . 

Soit K un compact contenant K dans son interieur, on note W(A'T*M) le 
complete de C^°(A'T*M) pour la norme : 

Cet espace ne depend pas du compact K choisi, il s'injecte done naturellement dans 
W^. De plus l'operateur (d+d*) : W(A"T*M) — > L^A'T* M) est Fredholm et 
on a 

B*(M) = dW(A k ~ 1 T*M). 
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Si Ton fait l'hypothese de coercivite suivante : 

W>ec °°(A*T*(M\#)), qHU<ll(d+WU, 

alors l'operateur d + d* est clairement non parabolique a 1'infini et l'image de d 
est presque fermee sur M pour le poids w. Dans ce cas une norme sur l'espace 
W{K'T*M) est 

Alors le noyau W de l'operateur d + d* est le noyau de l'operateur d + d* ; et 
il y a done une constante C > telle que si </? £ Cq? (A*T* M) verifie 

(<p,h) wfl =0, V/ieker^(d + d*) 

alors 

CHvL/i < + d*)^|| M 
L'avantage de cette definition est qu'elle ne depend que de la geometrie a 1'infini 
de M et qu'avec un peu d'analyse on peut obtenir une suite exacte longue en coho- 
mologie L 2 - Mais ceci ne permet pas de decouper la geometrie a 1'infini en morceaux 
sur lesquels on ferait une analyse similaire. La condition de presque fermeture pour 
l'image de d est assez souple mais nous ne savons pas si elle ne depend que de la 
geometrie a 1'infini : par exemple si (X, g) est une variete riemannienne qui verifie 
nos hypotheses Ij2.ll) et (X une fonction lisse strictement positive sur X. Soit K C X 
un compact, est-il vrai que la presque fermeture de l'image de d sur X implique la 
presque fermeture de l'image de d sur X \ K (et vice versa) ? Notons par exemple 
que l'hypothese de presque fermeture de l'image de d ne requiert pas la finitude de 
la dimension des espaces de cohomologie. 

Lemme 3.11. Supposons que (X,g,/j,) verifie la condition \2. 1\) et que w soit a 
decroissance parabolique, alors Cfi°(A k ~ 1 T*X) est dense dans C^~^(X) lorsque ce 
dernier espace est equipe de la norme du graphe a i— > + ||dct|| M . 

Demonstration. C'est en fait une re-formulation du lemme (3.1) de ^01- Grace aux 
hypotheses 112. II) . il suffit de demontrer que si (3 € Cl^HX), alors on peut trouver 
une suite d'element C^,~}(X) a support compact qui converge vers (3. 
Rappelons que w est a decroissance parabolique : 

ip 2 {d{o,x)) 

ou o est un point fixe de X et ip verifie 

f°° dt 

J W) =co - 

On introduit alors les fonctions de troncature de : si r, R deux nombres reels 
tels que < r < R, on leurs associe la fonction 4> r ,R definie par 

{1 si s < r 

si s > R 

II existe alors par hypothese des suites r\ < Ri telles que limj^oo r; = oo et 

dt \ 1 1 

W)j ~ T ; 
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On considere alors Pi — </> ri ,R t (r(x))P ou r(x) = d(o, x). II est clair que lirm^oo \\Pi — 
/3\\ W pi = 0. De plus puisque dfii = c^r^^dp + (/)' R[ dr A (5 et que par construction : 

\\4>' rhRl dr A Pll^jMl^ , 

on deduit immediatement que limj^oo \\dPi — d(3\\^ = 0. □ 

Introduisons maintenant l'operateur 

T := (d : C k w ^(X) - L^K^T* X)) 

et T* son adjoint, le domaine de T* est aussi l'espace D(T*) des (k — l)-formes 
a E L'^^ telles que 

et telles que d^^a 6 L^. En utilisant que d^^Pi = 4>r l ,R l d* w ^P — <fi' Ri intyr P, une 
preuve identique montre que l'on a aussi : 

Lemme 3.12. Supposons que (X,g,[i) verifie la condition \2.1\) et que w soit a 
decroissance parabolique, alors C^{h k ' 1 T*X)r\V k ~ 1 (d* w ^) est dense dans {X)C\ 
T>(T*) lorsque ce dernier espace est equipe de la norme du graphe a i— > ||a||J, M + 

ll<HU + IMV*IU- 

Grace a ce dernier lemme, un theoreme de L. Hormander (theoreme 1.1.2 de \17\ ) 
implique neanmoins le resultat suivant qui etablit un premier lien entre les notions 
de non-parabolicite a l'infini et de presque-fermeture de l'image de d. 

Theoreme 3.13. Soit (X,g) est une variete riemannienne orientee de dimension 
d qui verifie nos hypotheses \2.1\) et /i, w des fonctions lisses strictement positives 
sur X ou w est a decroissance parabolique. Les images des applications 

d : C k w ^{X)^Ll{K k T*X) 

et d : Ct:^(X) - Ll^ k - l T*X) 

sont fermees si et seulement si il y a une constante C > telle que si ip £ 
Cg°(A k ~ l T*X) n P*- 1 ^) verifie 

alors 

cMl,<\\d<p\\l + \\d* w ^\\l 

On peut aussi re-visiter une partie de nos travaux sur la non-parabolicite a 
l'infini a partir de cette inegalite. Nous remarquons que si en plus des hypotheses 
de ce theoreme nous supposons que est de dimension finie alors on trouve 

K C X un compact et C une constante strictement positive telle que 

e Cq 3 {h k ~ 1 T* {x \ Kj) n P*- 1 ^), 
cUf Wfl <W\\l + \\d* w ^\\l. 

En effet si {hi, .. est une base orthonormee de H k u J l 1 (X), nous avons pour 
4> £ C^°(A k ~ 1 T*(X \ K)) n T> k ^ 1 (d* w ^) 

cU\\i^<W\\l + \\dl^\\l + cY,\ {<j>M) wll I 2 



14 



GILLES CARRON 



II suffit de choisir alors K afin que 

i 

Ce resultat s'accompagne en fait d'un reciproque : 

Theoreme 3.14. Supposons en plus que w soit a decroissance parabolique et que 
pour un compact K C X, il existe une constante C > telle que 

e C^iA^T^X \ K)) n v k ~\d* mi ) 
«I^<II#II' + IK^II"- 

alors I'image de d est presque fermee en degre k pour le poids w, TC k u ~J i 1 (X) est de 
dimension finie et I'image de d : C^^^X) — » L 2 u ^(A k ~ 1 T*X) est aussi fermee. 

Demonstration. On s 'inspire largement de |B| : soit K un compact contenant K dans 
son interieur, on lui associe la norme definie sur C^ D (A k ~ 1 T*X) n T> k ~ 1 (d^ fl ) 
par 

^(0) = (^I^I 2 + Il#ll" + IK^II" 

Cette norme est en fait equivalente a la norme : 

^W = (II0III m + II#II" + KmC) 1/2 - 

En effet la norme N w est a un facteur pres plus grande que la norme N^, il suffit 
done de montrer l'estimation reciproque. Soit done p une fonction qui vaut 1 dans 
un voisinage de X\K et a support dans X\ K. Si <j> 6 ^(A^'rijnP^ 1 ^), 
on a 

WWl? <2||(l-p)0||^ + 2||^||^ 

<c [ \4>\ 2 +c[\\d( P( i>ni + \\d* w ^)\\i] 

Jk 

<c I w+c^mi + wdi^wi] 

Jk 

Ou on a utilise d'abord Pinegalite de non parabolicite l|3.2l) et ensuite que 

\\d{ P 4>)\\l + IKMK ^ c I H 2 + c W\ d K + \KM 

Jk 

Soit done W le complete de ^(A^^'IjnD^V^) P°ur la topologie induite 
par ces normes. Nous allons montrer que l'operateur 

(d+<C„) : W Ll(A k T*X)®Ll(A k - 1 T*X) 

est semi-Fredholm : son noyau est de dimension finie et son image est fermee. 

Grace au critere tres commode de L. Hormander (prop. 19.1.3 de t 19j), il suffit 
pour cela de montrer que si {ai}i converge faiblement dans W et que {(d+d^^)ai}i 
converge fortement dans I? alors la suite {a{\i converge fortement dans W . 

II suffit done de demontrer qu'une telle suite converge fortement dans L 2 (A k ~ 1 T*K). 
Mais par hypothese une telle suite est bornee dans W l( ^ c et converge faiblement dans 
^loc ' puisq ue 1 'inclusion de W lo ' c dans L 2 {K) est compacte, le resultat est imme- 
diat. On vient de demontrer que I'image de d : W — ► L 2 est fermee. Grace au 
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lemme l3~T2l on en deduit que les operateurs d : C k ~^(X) — > L 2 et T* ont leurs 
images fermees, c'est done aussi le cas de T. 

On montre maintenant que H k u ~ ll 1 (X) est de dimension finie, on sait que kerw(d+ 
cC/J C H'lj J ~ 1 (X). On va verifier que ces deux espaces coincident. Soit h £ H k J^ 1 (X), 
on veut montrer que h est dans W , il faut done trouver une suite (h{)i de (A k ~ 1 T* X)(~) 
2? fe_1 (d^, M ) telle que ||<i/i;||^ — > et Hg^^/IIm — ¥ 0- On reprend les fonction de 
troncature ll.'Vlll . et on considere alors hi — 4> ru R l (r{x))h ou r(x) = d(o,x). On a 
dhi = <j>' r Ri dr A h et d^^hi = —<f>' ri R t intvr h on obtient done 

2 

II^NU + ^ jll^lU^ 

d'ou le resultat. □ 

La conclusion de cette discussion est done la suivante : 

Theoreme 3.15. Lorsque (X, g, (j,) verifie \2. 1)) et que w est a decroissante parabolique, 
la conjonction des trois conditions suivantes ne depend que de la geometric a I'infini 
de (X,g,fi) : 

(1) La dimension deM^ l 1 (X) est finie. 

(2) L'image de d : C*-*(X) -> Ll(A k T*X) est fermee. 

(3) L'image de d : C^^X, dX) -> Ll^A^T* X) est fermee. 
Et elles equivalent a I 'existence d'un compact K C X tel que : 

V0 £ CST(A k - 1 T*{X \ K)) n D k -\d* Wfl ) 

cH\\l^<\\dcf>\\l + \\d* w ^\\l. 

On peut egalement enoncer un resultat analogue relativement a Y C dX. 

3.5. On donne maintenant le critere qui plus loin nous permettra d'affirmer que 
la suite 

{0} - ctJ(X) C^(U) © ct^iv) ctj(u n V) - {0} 

est exacte. 

Proposition 3.16. Si X — UUV ou dVCiU C fl oufl est quasi isometrique au bout 
de cone s«r]-l,l[xS ; Q ~ Ci(] -1, l[xS). On suppose que dVT\U — Ci({0} x S) 
et V n Q = C\(] — l,0[xS). On considere un poids \i qui est radiale sur Q et des 
poids w,w,p tels que si on note r la variable radiale sur fl alors en restriction a 
Q ; w = r~ 2 (l + log(r))~ 2 , p = (1 + log(r))~ 2 et w — r~ 2 . Alors on a 

c k ^(u) ^ u c^(u nv)^{0} 

et egalement pour tout if) £ C^^iU H V), il existe <j) £ Cwpa(U) tel que 

<-unv,u4> = i>- 

Demonstration. Les arguments de la preuve sont en fait empruntes a J. Cheeger 
(lemme 4.2 de Ql]) : on considere s : Q — >] — 1, 1[ la projection sur le deuxieme 
facteur ft =]1, oo[x] — 1, l[xE, on note = {±s > 0} et a l'involution de ft qui 
echange avec fl T . Soit £ une fonction lisse sur Q qui ne depend que de s tel que 
f (fl) C [0, 1] et £ = si s > 1/2, et £ = 1 si s < 1/3. On etend cette fonction a Ul)fl 
en lui imposant la valeur sur le complementaire de fi. Lorsque a £ C^^(U D V), 
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on etend a a (U (~l V) U ft en refletant a le long de dV H U = Ci({0} x £), i.e. sur 
fl \ V, a — a* a et on pose a = £a. On verifie facilement que si v est une fonction 
positive sur X qui est radiale sur fl alors 

INU»(fi) < 2||a||i2( n +j. 

Les arguments de J. Cheeger montre que si a € C^~^(U (~l V) alors 

da = da + dt; A a 

puisque le gradient de £ est borne sur fl par 1/r, la proposition est bien demontree. 

□ 

4. L 2 COHOMOLOGIE DES CONES. 

4.1. Inegalites de Hardy. On rappelle ici quelques inegalites de type Hardy qui 
seront utiles un peu plus loin a propos de la L 2 cohomologie des cones et des varietes 
QALE. Pour plus de details sur ces inegalites nous renvoyons le lecteur au traite 
( 34J) et dans un cadre un peu plus general nous conseillons le survol de E.B. Davies 

(112). 

Lemme 4.1. Soit p : [1, oo[— > M*j_ une fonction positive telle que 

dt 



. < oo. 
P(t) 



Si on definit 



alors pour tout tp e Wj ' ([1, oo[) tel que <p' £ L 2 ([l, oo[, pdt) et lim^oo tp(t) = on 

(G'(t)\ 
\G(t)J 



1 r X / /-'/ / / » \ 2 



ip(t)\ 2 p(t)dt < / \ip'(t)\ 2 p(t)dt. 



Demonstration. La preuve est standard on pose tp(t) — y/ G(t) — G(T) u(t) et on 
a alors 



\<p'(t)\ 2 p(t)dt = 



\u'\ 2 (G-G(T)) + u'uG' + -u 2 (/ ' 



p(t)dt 



4 G - G(T) 

En integrant par partie le terme du milieu, on obtient : 

' i //ms / m u(l) 2 - u(T) 2 1 f T 2 G' 2 
b'(t)| 2 p(t)di > 2 + 4 _/ u G-G{T) p ( t)dt 

On obtient alors le resultat en faisant tendre T vers Pinfini. □ 

Lorsque J°° = oo la meme preuve fournit : 

Lemme 4.2. Soit p : [1, oo[^ une fonction positive telle que 

dt 

W) =co - 

r 

i P(rY 



Si on definit 

f l dr 

g(t) = 
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alors pour tout tp G W ;o ' c ([l,oo[) tel que ip' G L 2 ([l, oo[,pdt) ei y>(l) = on a 

1 

4 

De ceci on en deduit les resultats de continuite pour les operateurs 

/CM g fe-l 

ct m fc (u) = J v(s)-^ T ds 

Proposition 4.3. (1) si a > 2k et b G R, aZors I'operateur Mu est borne de 
L 2 ([l, oo[, r 0-1 ^ + log(r)) b dr) dans L 2 ([l, oo[, r°- 3 (l + log(r)) h rfr), 

(2) si a < 2k et b G R, a/ors I'operateur nik est borne de 

L 2 ([l, oo[, r 0-1 ^ + log(r)) b dr) dans L 2 ([l, oo[, r a - 3 (l + log(r)) fc dr) . 

(3) Si a = 2k et b < 1 a/ors I'operateur nib est borne de 

L 2 ([1, oo[, r"- 1 (1 + log r) b dr) dans L 2 ([l, oo[, r a - 3 (l + logr) b - 2 dr). 

(4) Si a = 2k et b > 1 aZors I'operateur est borne de 
L 2 ([l,oo[,r a - 1 (l + logr) b dr) dans L 2 ([l, oo[, r a ~ 3 (l + logr) b ~ 2 dr). 

On considere maintenant (V, ft.) une variete riemannienne de dimension d — 1 et 
on note C(V) le cone sur V, c'est la variete ]0,oo[xV equipee de la metrique 

g = dr 2 + r 2 TT*h 

oil r, 7r sont les projections sur le premier et second facteur. Pour R > on note 
C R (V) = {r > R} et V R = {R} x V C C(V). Pour i? > 0, les varietes C fl (V) sont 
quasi isometriques entre elles. 

4.2. Annulation de la L 2 cohomologie des cones. 

Proposition 4.4. Sik < d/2 alors M k (Ci{V)) = {0} etsik > d/2 alors H fe (Ci (V), Vi) = 
{0}. 

Ce resultat est bien connu mais la preuve nous fournira des renseignements 
supplementaires sur B k {C\(V)). 

Demonstration. On considere le champ de vecteur X = r-^ et <I>t son Hot : 

*t(r,0) = (e*r,0). 

Si a G Z^CiiV)), grace a la formule de Cartan, nous avons pour t > : 

a — $(Q; = dflt avec fit = — $*(intx cc)dT. 

./o 

oil intjc est I'operateur produit interieur par X. Avec l'estimation : 

\$ta\(r,6)<e kt \a\(e t r,e), 

nous obtenons : 




Ainsi pour k < d/2 on a a — L 2 \im t ^oo dfit et puisque fit G L 2 on a bien a G 
£?f (Ci(y)). Remarquons que puisque 

| $* (intx a) | (r,0) < e kr r\a\{e T r, 6), 



I VM) W)\ 2 P(t)dt<l W(t)\ 2 p(t)dt. 
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Ton a aussi 

< 4=x r ' \a\(s,e)s k - 1 ds. 

' J r 

Et done on a pour fc < d/2 : a = dB + a avec 

1 f°° 

\B + a\{r,9)\ < — / |«|( S ,^) S fc - 1 rf S . 

Et avec 114.311 . nous obtenons : 

(4.1) ||r _1 B + a|| < C\\a\\. 

Dans le second cas, si a G Z\(C\(V), Vi) alors l'extension par zero de a a C(V) 
est encore fermee, on notera encore a cette extension et si t < on a encore 
$ t *a € Z k (Ci(V), Vi). Grace a la formule de Cartan, nous obtenons de meme pour 
t < : 

a - $*a = d/3 t 

On a maintenant 

\P\W)<ZZZif 1^(3,9)3^^3. 
r Jinf{e'r,l} 

a et definissent done la meme classe dans M k (Ci(V), Vi), mais pour k > d/2, 
$(Q tend faiblement vers dans L 2 lorsque t — > — oo (en meme fortement si k > 
d/2). Done cette classe de cohomologie relative est nulle. Cela prouve la deuxieme 
annulation. On obtient ici a = dB~a avec 

\B-a\(r,8)\ < -L f \ a \(s,e)s k - 1 ds. 
r Ji 

d'ou d'apres l|4.3ll : 

||r _1 5 _ a|| < C||a||, lorsque k > d/2 
et IKrlogr^B-all < C\\a\\, lorsque k = d/2. 

□ 

4.3. L 2 cohomologie des cones. 

Proposition 4.5. On suppose de plus que sur (V, h) I'image de d est fermee. Alors 
pour k > d/2, I 'application de restriction r = lci(v)\c 2 (v),Ci(V) induit un isomor- 
phisme : 

r* : H fc (C*i(V0) -> ^ k {Ci{V) \ C 2 {V)) ~ U k (V). 
Et si de plus V est une variete a bord alors pour k < d/2 alors I'application 
d'extension par zero est un isomorphisme : 

W k (C 1 {V)\C 2 (V),V 1 UV 2 )~W k - 1 (V) ^W k (C 1 (V),V 1 ). 

Demonstration. L'image de d est fermee sur C\{V) \ C2(V) car C\(V) \ C%(y) est 
quasi isometrique au produit ]1, 2[xV et de plus M k (C2(V), Va) = {0} pour k > d/2, 
done d'apres (lemme 2.2 de 10J), on sait alors que r* est injectif. De plus 

it* : L 2 (A k T*V) -f L 2 {K k T*Ci(V)) 

est justement continue pour k > d/2 et puisque r* o it* = Id, r* est aussi surjectif. 
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On va maintenant demontrer le second isomorphisme : nous commengons par 
demontrer que cette application est surjective : soit a S Z k {C\{V), ^1) ou fc < d/2. 
Nous avons obtenu : 

a = dB + a 

et si p est une fonction lisse sur Ci(V) valant 1 sur un voisinage de C\(V) \ C 3 / 2 (V) 
et nulle sur C-j/^V) alors 

a = d (pB + a) + d ((1 - p)B + a) 

mais puisque grace a l'estimee (14. If) et a \?>.l\ . on sait que d[(l — p)B + a] est nul 
dans H fe (C*i(t/),yi) et puisque r*d{pB+a) e Z^{d{V) \ C 2 {V),V 1 U V 2 ), on a 
bien montre que cette application d'extension par zero est surjective. On montre 
maintenant qu'elle est injective : soit done a e H k ~ 1 (V) alors la forme rd d 2 k +i A7r*a 
est harmonique sur Ci(V), e'est un element non nul de H k (Ci(V)) qui represente 
done un element non nul de M k (Ci(V)). 

□ 

4.4. Presque fermeture de l'image de d. On suppose maintenant que V est 
une variete compacte a bord eventuellement non vide. 

Pour k ^ d/2, , nous notons Wk = r~ 2 et = (r(l + logr)) -2 alors ces poids 
sont evidemment a decroissance parabolique sur C\{V) et nous avons montre que 
pour k > d/2 on a 

<- 1 1 (C 1 (F),T4)=^(C 1 (T/),y 1 ) 

et pour k < d/2 on a : 

dC k w ~\(C 1 {V))=B k l {C 1 (V)) 

En fait cette derniere identite est encore valable pour k > d/2. En effet soit 
a G B k (C\(V)), il existe done ip € Lf oc tel que a = dip, on a alors pour la fonction 
p precedente : 

a = dpijj + d (B~ (a — dpip)) 

On a bien B~(a - dpip), pip £ C^{Ci{V)). 

Notons que l'argument donne ici a une portee plus generale : 

Proposition 4.6. Si d : C^(X,Y) — ► Lf l (A k T*X) a son image fermee et si 

- w est a decroissance parabolique, 

- Y C dX a un voisinage V dans X quasi isometrique a Y x [0, 1[ avec dY x 
[0, l[c dX et que d : C k ^{V) -> Ll(k k T*V) a son image fermee 

- W k (X,Y) = {0}, ^ 

alors d : C^~^(X) — > L'j l (A k T*X) a aussi son image fermee. 

On peut aussi montrer le resultat suivant 

Proposition 4.7. Si d : C„~ X (X) — » L'j l (A k T*X) a son image fermee et si 

- Fc dX est compact et a un voisinage dans X quasi isometrique a Y x [0, 1[ 
etdY x [0,l[cflJf. 

- I'application naturelle M k ~ 1 (Y) — > M k (X, Y) est injective, 

- w est a decroissante parabolique. 

alors d : C%,~}(X,Y) L^(A k T* X) a aussi son image fermee. 
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Demonstration. Soit done a E B k (X, Y), on trouve alors ip E C^HX) tel que 

a = dip. 

Soit p une fonction lipschitzienne a support compact dans Y X [0, 1[ et valant 1 pres 
de F = 7 x {0}. Nous avons aussi 

a = d(pip) + d[(l - p)i/)]. 

Puisque (1 — p)tp E C*^}(X,Y), d(ptjj) est done dans le noyau de l'application 
naturelle 

e fe-i(y) ^ H fe(- r x [o,i], y x {o, i}) -> w k {x, y), 

il est done nulle par hypothese. II existe done <\> E T> k ~ l {Y x [0, l],Y x {0, 1}) tel 
que d(ptp) = d<j>. Si <j> est l'extension par zero de 4> a X, on a bien 

a = d^ + d[(l -p)V>] 

et^+(l-p)iPeC k -}(X,Y). □ 

Grace a ces resultats et au corollaire H3.3|) . on obtient done 

Proposition 4.8. Si w = (r(l + logr))~ 2 , alors 

de*A(Ci(y),Vi) = et dCt-^CtiV)) = BfrdiV)) 

4.5. L 2 cohomologie a poids. Les arguments presentes auparavant se generalisent 
aisement a la cohomologie a poids : soit a, 6 E R, on introduit L 2 a b (A k T*Ci (V)) 
l'espace des formes differentielles de carres sommables pour la mesure r 2a (l + 
logr) 2h dvol s et on notera 

CaV^iOO) = W e ^_ 1)fe _ 1 (A fe - 1 T*C' 1 (F)),da E Ll^ATCtiV))} 

et 

^'(CiW) = {« G L^A*- 1 ^^** E L^ 6 (A fc T*C7i(\0)} 
et on notera de la meme facon : C^CifV), Vi), C^^C^V), Vi), 6 (Ci(V)), 
b (Ci(V), Vi)... La meme preuve montre : 

Theoreme 4.9. Lorsque V est une variete compacte a bord lisse et (k, I) ^ {i + 
a. 6) a/ors 

d : ^(dOO) - B* 6 (d(V)) et d : ^(dOO,^) - B k b (Ci(V) : Vi) 
ont des images fermees. Meme mieux si k ^ | + a a/ors 

d : ^(CiCV)) - <6(Ci(^)) et d : (^(C^V), Vi) - B^C^V)^) 
ont des images fermees. De plus 

- Si < (f +a,6) 4 , a/orsHj i6 (Ci(y)) = {0}. 

- Si (fc,-§) > +o,6), aioraH*j(Ci(V)) = H fe (V). 

- Si (fc,±) > (f + a,h), aior a H* 6 (Ci(V),Vi) = {0}. 

- Si (fc,±) < (|+a,6), alors (,(<?! (V~),Vi) =H fe - 1 (F). 

Demonstration. Les memes arguments que precedemment montrent que pour (fc, i) < 
(f + a,6), alors dC^C^V)) = Z£ 6 (Ci(V")) et pour (Jfe, |) > (f + o,6), alors 
dC^^dOO, Vi) = Z k b (Ci{V),Vi). On obtient de la meme fagon les isomor- 
phismes : 

4 l'ordre est ici l'ordre lexicographique 
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- si > (f +a,b), alors H* 6 (Ci(V)) - H fe (F), 

- si (fc, |) < (| +o, 6), alors H* 6 (d(y), Vi) = H*" 1 ^). 

Et grace a Il4.fil4.7j) . on conclut de meme que pour (k, \) ^ (|+ct, b) alors l'image de 
d est presque fermee en tout degre par rapport a w (ou meme a w = r~ 2 si k ^ |+a). 
II reste done a montrer que si£; = f+ aet&G [—5, |], alors b (Ci(V)) = {0}. 
L'application de restriction r* : H* 6 (Ci(V)) -> m k (d(V) \ C 2 (V)) ~ W k (V) est 
comme precedemment injective. II suffit done de montrer que pour ces valeurs de 
k,a,b, cette application est nulle. Pour cela, on montre que si a G Z* b (Ci(V)) et 
(3 e H d - 1 - k (Vi,dV 1 ) alors 

c = / t*a A /3 = 0, 

ou on note t r : {1} x V — > {r} x V. Pour cela on procede comme dans la preuve de 
la proposition (3.7) de [TJ3I : on a bien sur 

c 2 = ( [ L* t a A (3 
^,| 2 

D'ou : 



< WWUr* \aY(t,6)dvo\ h ; 



/CO 
t 2a-2k t d-l^ + lQgt) 2b dt < ll^m ^ || Q ||2 



□ 



Sik— ^+aetb>— ^,on obtient bien la nullite de c. 

Nous devons neanmoins ameliorer quelque peu ce resultat lorsque k = | + a : 

Proposition 4.10. Soit V une variete compacte a bord lisse et k — |+a,6^i 
alors : 

i) Si le (k — \)-groupe de cohomologie de V est nulle bk-i(V) = 0, alors 
d : C^iC.iV)) -+ BUdiV)) et d : C^ 1 (C^V),^) - B* 6 (d(V), Vi) 

oni des images fermees. 

ii) Si bk-i(V) 7^ 0, notons TC k (V, h) I'espace des formes harmoniques L 2 sur 
V qui verifient la condition absolue : 

H k (V,h) = {ae L 2 {A k T*V),da = 0,d*a = 0, miff a = 0} 

om on a note v : dV — > TV le champ normal unitaire entrant de V . Alors 
siae B k b (Ci(V)) , alors il existe u G C^^iOO) et v G C 1 ^ 1 {Ci{V)) 
telle que 

intjL u = et Vr > 1, t!u G H fc (V, h) 

dr 

tels que 

a = du + dv. 

De meme si a € Bl b {Ci{V),Vi) alors il existe u G C%~l 1 (Ci(V),Vi) et 
»eC^(Ci(y),Vi) tel que 

int jl v = et Vr > 1, /> G H fe (V, ft) 

dr 

avec 

a = du + 
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Demonstration. On ne montre que la deuxieme assertion (la premiere en etant un 
cas particulier) pour le cas absolu et b > 1/2 (le cas relatif a Vi et b < 1/2 est 
identique a une modification evidente pres). Dans les autres cas s'en deduisent 
grace aux propositions I|4.fil4,7|) . 

Pour la commodite des notations, on se sert du diffeomorphisme : <& : R+ x V — > 
Ci(V) defini par 

<l>{%0) = (e\e) 

qui est conforme lorsque R+ x V est equipe de la metrique riemannienne produit 
(dt) 2 + h. Mors $* est isometrie entre L^jfA^'C^V)) et L 2 pkab (A k T*(R + x V)) 
ou pk, a ,b(t,0) = e ( 2a - 2fc + rf )*(l + £) 26 . Pour le degre k = | + a, nous avons done 
Pfe,a,6 := Pfc = (1 + i) 2fc - On travaille done sur R + x V. Et on identifie : 

L 1 2 oc (A fc T*(R+ x V)) ~ *AL 2 oc (M+,A fc - 1 T*(y)) 8Lf oc (R +! A fe T*(y)). 
Soit done a G i?p 6 (R+ x V) , on peut done ecrire : 

a = dt A ao + «i 

avec 

a G £ 2 (K+, A fc - 1 T*(F)) et ai G L 2 (M+, A fe T*(y)) 
on sait (cf.EHJ qu'il existe (3 = dt A f3 + pi G L 2 3C (A fc T*(M+ x V)) tel que 

Si on note do l'operateur de differentiation exterieur sur V alors 

f ai(*) =d o 0i{t) 

\ a (t) = 0[(t) - d p (t) 

On veut modifier /3 pour qu'il satisfasse nos conditions. Nous utilisons maintenant 
la decomposition de Hodge de L 2 (A'T*V) ; notons 

V k = {u G W 1 ' 2 (A fe T*V'), int^w = le long de dV} 

ou nous avons note W ' (A'(T*V)) l'espace de Sobolev des sections de A*(T*V) qui 
sont dans L 2 ainsi que leurs premieres derivees. Nous savons que si a £ L 2 ((A k T*V) 
alors il existe un unique triplet (h, /, g) G H k (V) © V k ~ x © V k+1 telle que 

a = h + d f + d* a g et f,g±H'(V), d* f = d g = 0, 

de plus il existe une constante C telle que 

IMo/ll + 11/11 + \\d* g\\ + \\g\\<C\\a\\ 

ou on a note ici | . | la norme L 2 sur V. Nous decomposons alors pour i = 0,1 

a t (t) = d Ui(t) + d* v t (t) + Wi(t) et /3»(t) = d /i(i) + + hi{t) 

Et nous obtenons les equations : 

vi = wi = 

ct 

(4.2) ai = d wi = dorfSffi, 

(4.3) h[ = wq, 



(4.4) 



COHOMOLOGIE L 2 DES VARIETES QALE 



23 



(4.5) d f[ - d d* g = d u 
Afm de resoudre y.oll . nous supposons que 

dfi = g' 

et alors 14.511 devient : 

(4.6) g'o - dod^go = g% - (rf ^S + d o d o)go = d u . 
Mais pour [i > l'operateur 

Lpf = f" - Hf 

sur L 2 (R + , (1 + t) 2b dt) avec les conditions de Dirichlet en t — est inversible et 
qu'il existe une constante C independante de fi tel que si L^f — g avec /(0) = 

(i + \mfh + \\f'h<C\\g\\ b 



\ b etant la norme de L 2 (R +1 (1 + t) 2b dt). 



Ainsi en utilisant la decomposition spectrale de l'operateur (dod^ + d^do) sur 
L 2 (A'(TV)) (pour les conditiosn absolu sur le bord de V) on trouve une solution 
unique go de l|4.6H telle que 



(4.7) 

Nous posons alors 
et 

nous obtenons alors 



go (0) = o 

\Wo\U + K9o\\ Pb + \\g \\ Pb <c\\du \\ Ph 



v(t) = — J u>o{s)ds 
u = dt A d^go + g' + u\, 



de plus u et v verifient bien les proprietes requises : u £ L 2 et v £ L 2 □ 



du + dv 

Pb ^ Pb-1 

4.6. Cohomologie L 2 des varietes a bouts coniques : Nous pouvons grace a 
ces calculs determiner la cohomologie L 2 a poids des varietes dont un voisinage de 
l'infini est un bout de cone. 

Theoreme 4.11. Soit(X d ,g) une variete riemannienne dont un voisinage de l'in- 
fini est isometrique a un bout de cone C\{V) sur une variete riemannienne compacte 
V 1 ^ 1 et soit fi, w des fonction lisses sur X telles que sur C\(V) 

fj,(r,e)=r 2a et w(r, 8) = r" 2 (l + logr)~ 2 . 

Alors I'image de d : T>*(d) — * £ 2 est presque fermee en tout degre par rapport a w 
et on a 

( H*(X) sik<d/2 + a 

B -l( X ) = \ Im(-ff c fc (A) -> H k (X)) sik = d/2 + a . 
{ H k (X) si k > d/2 + a 

Ce resultat est en fait bien connu, une preuve differente est faite dans Particle de 
T. Hausel, E. Hunsicker et R. Mazzeo (53) i on P eu t aussi en donner une preuve 
avec les arguments de N. Yeganefar et de Nous montrons ici comment 
utiliser nos resultats precedents pour prouver ce theoreme : 
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Demonstration. Nos resultats precedents impliquent que les images des applications 
d : C^(Ct(V)) - (A fe_1 T* (C^))) 

et de 

d : C^ 1 (C 1 (F))^^(A fe T*(C 1 (^))) 

sont fermees ; de plus H^~ 1 (Ci(T^)) est bien de dimension finie. Grace a ffi.lftjl . 
nous pouvons affirmer que l'image de d est presque fermee sur X en tout degre par 
rapport a w. Si K C X est le compact dont le complementaire est Ci(V) alors on 
a la suite exacte de Mayer Vietoris : 

(4.8) 

H*- 1 (iT)eH*- 1 (C , i(VO) -^M k ~ 1 (dK) 

-^ej(i) ©h*(Ci(vo) Hf;(ax). 

Lorsque fc < d/2 + a, on sait que 

KltHCity)) =H*(c x (vo) = {o}, 

cette suite exacte se reduit done a : 

H^ 1 ^) tf- 1 ^) H*(X) H fe (X) U k (dK). 
Puisqu'on a aussi la suite exacte : 

Ta k - l (K) H k-1 (5ir) H fc (if,afQ H fe (i^) W k (dK), 
Le lemme des cinq fleches impliquent que l'application naturelle 

M k (K,dK) ~ ff c fe (A) -» H*(X) 

est un isomorphisme. 

Lorsque k > d/2 + a, on sait que 

M k w - 1 (C 1 (V)) = H k -\dK) et W k l {C l {V))=H k -\dK) 1 

done les premieres et dernieres fleches de la suite 114. 8J1 sont surjectives. On en deduit 
que l'application de restriction 

M k (X) -> H k (K) ~ H k (X) 

est un isomorphisme. 

Lorsque k = d/2 + a, on a montre que 

M k u - 1 (Ci(V))=H k - 1 {dK) et Wl(C 1 (V)) = {0}, 

Dans la suite exacte 114. 8|l la troisieme fleche est done injective et done 

U k (X) ~ ker (H k (K) -> H k {dK)) = Im (H k (K, dK) -> H k {K)) . 

□ 

Remarque 4.12. Nous avons en fait un peu mieux si k ^ d/2 + a ou si k = d/2 + a 
et bk-i(V) = alors l'image de d : T> k (d) — > L„ est presque fermee en degre A; par 
rapport a 

w(r, 8) — r~ 2 . 
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Nous utiliserons plus loin uniquement le cas ou V est le quotient de la sphere 
§ d_1 par un sous groupe fini G C SO(d) (G agit done sans point fixe sur S d_1 ) on 
dit alors que A est une variete ALE (Asymptotiquement Localement Euclidienne) 
a un seul bout : 



s (A)=Im(ff c fe (X)^tf fe (A)) = { 



Corollaire 4.13. Soit (X d ,g) une variete ALE a un seul bout alors on a pour la 
cohomologie L 2 de X 

H k (X) sik<d 
£ (A) si k > 

En particulier, I 'application H fe (A) — > H k (X) est toujours infective, et I'application 
H k (X) — » EI (X) est toujours surjective. De plus si d > 2, alors I'image de d : 
T> k (d) — > L 2 est presque fermee en tout degre par rapport a w. 

4.7. Une formule de Kiinneth. On considere deux varietes riemanniennes (Ai, gi) 
et (X 2 , 32) et la variete X = X\ x X2 equipee de la metrique produit. Un corollaire 
direct des arguments de S. Zucker (001) est le suivant : 

Proposition 4.14. Supposons que I'image de d : X> Ml (Ai) — > L [h. % T*X\) soit 
fermee et que I'image de d : C U , 2:M2 (A 2 ) — * L 2 l2 (A'T*X 2 ) soit fermee alors si 
fi(xi,x 2 ) = /xi (£1)^2(2:2) etw{xi,x 2 ) — w 2 (x 2 ) I'image de 



C Wtfi (X) - Ll(A'T*X) 



est fermee de plus 



(X)= H^A^H^A,). 



p+q=k 



II n'est neanmoins pas clair que si 1'image de d est presque fermee sur chacun des 
facteurs alors elle est presque fermee sur le produit. II est possible qu'en utilisant les 
techniques introduites par R. Mazzeo et A. Vasy ([HOI), on puisse dans certains cas 
demontrer de tels resultats. En fait, nous aurons uniquement besoin d'une version 
tres affaiblie : 

Proposition 4.15. On suppose que I'image de d : C^, l A11 (Ai) — > L 2 li (A'T*Xi) 
est fermee. On considere A = Ai x Ci(§ d_1 ) equipe de la metrique riemanni- 
enne produit et de la mesure jj,(xi 1 x 2 ) = fii(xi), on pose w 2 (xi,x 2 ) = \x 2 \~ 2 et 
w 2 {x\,x 2 ) = \x 2 \~ 2 {\ + log |a;2|)~ 2 et on definit 

Y = A 2 x ddi^- 1 ) = A 2 x S^ 1 C dX 



alor 



i) sid> 2 ; alors pour a 6 B k {X), il y a fa G C%~^(X) et fa € C*~^(X) 
tels que 

a = d/3i + dfa , 

de plus 

H*(X)= H^ i (A 1 )®Hf(C 1 (S d - 1 ))=H^ d + 1 (X 1 ) 

p+q=k 

de meme pour a G B k (X,Y), il y a fa G C%~^{X,Y) et fa G C^(X,Y) 
tels que 

a = dfa + dfa , 
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de plus 

H*(x,y)= w^(x 1 )®W(c 1 (s d - 1 ),s^ 1 ) = w k - 1 (x 1 ) 

p+q=k 

ii) Si d = 2 ; alors pour a G il y a (3 2 G ei ft G C^psT) 

a = dft + dft , 

de meme pour a G il y a (3 2 e C^(X,Y) et ft G C^(X,F) 

a = dft + <i/?2, 

de 

H*(X) = {0} ct e£(X,F) = {0} 

On commence par demontrer le lemme suivant : 

Lemme 4.16. i) Soit d > 2, existe un operateur continu 

B : L 2 (C 1 (S d - 1 ))^L| 2 (C 1 (S d - 1 )) 

tel que pour si a G L 2 (Ci(§ d_1 )), a/ors Ba G et int_o_ Ba = sur 

3 d - 1 = dC 1 (§ d - 1 ). De plus si a G £>(d) a/ors 

a = /i(a) + d-Ba + i?da, 

oh h est un projecteur continu sur W(Ci(S''- 1 )) = R * £>e /a meme 

facon, il existe un operateur continu 

B rel : L 2 (Ci(S d - 1 ))^L| 2 (C 1 (S d - 1 )) 

ieZ gwe si a G i 2 (Ci(§ d_1 )), a/ors Ba G et ^ C i(S d - 1 ) Ba = °- s * 

a G D^S^" 1 ) a/ors 

a = h(a) + d_Ba + Bda 
oil h est le projecteur orthogonal sur TL' (C\(E> d ~ x ) ,E> d ~ x ) = R^rr- 

ii) Si d = 2, alors il existe un operateur continu B re i : L 2 — ► l? w ^ verifiant 
les memes proprietes que si dessus et tel que si a G T>(d, § d_1 ) alors 

a = dBa + Bda 

Demonstration. On montre d'abord le premier cas et on expliquera les amenage- 
ments necessaires pour demonter les deux autres cas. 
Grace a l'operateur 

A a 6 s = dabs (dabs)* + (dabs)* d a bs 

on dabs est la restriction de d a V(C\ (§ d_1 )), on batit un operateur continu 

Bi = (dabs)* f e- sA ^ds : L 2 (A k T*(d (S^ 1 ))) -> V^ 1 (d) n V^ 1 (d* abs ) 
Jo 

De plus, nous avons pour a G I'(Ci(§ d_1 )) 

a = 5a + dBa + Bda 
oil S = e~ Aabs commute avec d a b s , de plus Sa est un forme C°° sur Ci(S d_1 ). 
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On peut alors comme dans [Jj effectuer la moyenne de Sa suivant SO(rf), on 
obtient 

Sa = Ma + dB 2 a + B 2 da 

oil 

B 2 : L 2 (C 1 (S d - 1 ))^L| 2 (C 1 (S d - 1 )) 
est continue. Et Ma est une forme SO(d)— invariante elle est done de la forme : 

Ma = uq + u\dr + ua—i * dr + u d * 1 

ou uo,ui,Ud-i,Ud sont des fonctions C°° de carre sommables sur [l,oo[, de plus 
iti(l) = Ud{l) = 0. On pose alors 

ds \ *dr 



B 3 a = -(J U!(s)ds \ + (J u d (s)-^^J 



Grace a nos estimees 114. l'operateur B 3 : L 2 — > L 2 Tl2 est continue de plus il est 
clair que 

Ma — Md-i(l) ^ + dB 3 a + B 3 da 

L'operateur B = B\ + B 2 + S3 convient alors. 

Dans le cas relatif, la meme preuve convient a condition de considerer l'operateur 
A re i et de modifier le dernier operateur B3 par l'operateur 

1 ( r , x , \ ( r°° /" r , , ds \ *dr 

B 3,reia = -^-^ [J U^Sjds j-lj Ui{S)ds j + \J U d (s)- 

Lorsque d = 2, il faut considerer l'operateur 

ds \ *<ir 



B 3 , re ia= (J^ ui(s)ds^ + ^ Ud(s)-^Y 



□ 



On peut maintenant prouver la proposition : 

Demonstration. On le fait d'abord dans le cas ou d > 2. Suivant S. Zucker (preuve 
du theoreme 2.29 de 001), on deduit du lemme precedent un operateur borne 

B : L%h k T*X) - Ll^A^r-X), 
tel que si a G Z^(X) alors 

Ou est une projection de a sur les formes qui sont dans L (h*T*X\) ® 

W(Ci(§ d_1 )). A proprement parle, nous n'obtenons pour a G Z%(X) directement 
que l'egalite 

pa = h(pa) + dB(pa) + B(dp A a) 

pour toutes les fonctions p qui ne dependent que de la seconde variable et dont 
le support est inclus un voisinage borne de Xi x (9(Ci(S d_1 ))), on conclut alors 
en choisissant une suite judicieuse de telles fonctions (e'est le fait que w 2 soit a 
decroissante parabolique qui nous permet de trouver une telle suite). 

On sait que Tl' (Ci(S d ~ 1 )) est de dimension un, l'hypothese que l'image de d est 
presque fermee sur X\ implique que l'image de 

d : C iiMi (X 1 )®W(C7 1 (S d - 1 ))^^ i (AT*A 1 )®H-(C7 1 (S d - 1 )) 
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est aussi fermee. En particulier si H est le projecteur orthogonal de L 2 l (AT*X) sur 
H^X) = n fll {X 1 )^n'(C 1 (S d - 1 )) alors on trouve 

[3i e W Ml (Xi)®C (X 2 )cC W2 , tl (X) 

tel que ft.(a) = i?(a) + cZ/3i , si alors on pose (3 2 = -Ba, on obtient bien le resultat 
annonce. 

La preuve pour le cas ou d > 2 et concernant la cohomologie L 2 ^ relative de X est 
identique. II reste a demontrer le resultat pour le cas d — 2 et pour la cohomologie 
L 2 ^ absolue, et cela est une consequence des propositions 14. (ill et 1)4,14(1 , 

□ 

On peut evidement adapter cette preuve lorsqu'on considere d'autre poids sur 
X = X\ x X2, et une preuve identique montre que 

Proposition 4.17. On suppose que I'image de d : C Wl ^ 1 (Xi) — > L^A'T^Xi) 

est fermee. On considere X = X\ x Ci(§ <i_1 ) equipe de la metrique riemannienne 
produit et de la mesure fi(xi,x 2 ) — fii(xi), et on pose 102(2:1, x 2 ) = | 1 2 et 
w 2 (x u x 2 ) = |s 2 r 2 (l + log|a; 2 |)- 2 et on definitY = X 2 xdC 1 (S d - 1 ) = XaxS^ 1 C 
dX. Soit Z = ouZ = Y. 

i) Lorsque pour d > 2, on considere sur X\ x X 2 , le poids 

H(xi,x 2 ) = ni(xi)(l + log|x 2 |)~ 2 , 

alors pour a G B*(X, Z), il y a [3 2 G C^(X, Z) et 0i G C^(X, Z) tels 
que 

a = dj3\ + d(3 2 , 

de plus 

Wl{X)=W k - i d+1 {X 1 ) et m%[X,Y) = B k -\X 1 ). 

ii) Lorsque pour d > 4, on considere sur X\ x X 2 , le poids 

H(xi,x 2 ) = /ii(a;i)|a;2r 2 (l + log \x 2 \)' 2 

ou 

fi(x!,x 2 ) = /ii(a;i)|a;2r 2 (l + log \x 2 \y 4 
alors pour a G B*(X, Z), il y a /3 2 G C%~^{X, Z) et ft G C^{X, Z) tels 
que 

a = d(i\ + d(3 2 , 

de plus 

M*(X)=m k - d+1 (X 1 ) et W*(X,Y)=W k - 1 (Xi)- 
Hi) Lorsque pour d < 4, on considere sur X\ x X 2 , le poids 
fi(x 1 ,x 2 ) = Hi(xi)\x 2 \~ 2 (l + log |a; 2 |)~ 2 

ou 

fj,(xi,x 2 ) = /ii(a;i)|a;2r 2 (l + log | ^2 1 ) — 4 

alors 

Ml(X 7 Y) = {0} 

et pour d > 2 alors 

W*(X)=W^ d+1 (X 1 ) 
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par contre pour d = 2 alors : 

W*(X)=M* 1 (X 1 )®m k -\X 1 ) 

Si de plus d ^ 4 alors pour a G B^(X,Z), il y a ft G C^~^(X, i?) ei 
A 6^(1,2) teZs gwe 

a = <i/?i + <ift ■ 

Mais lorsque d — 4, aZors powr a G B^(X,Z), il y a ft G Z) ei 

A e Z) feHe gwe a = dft + dft. 

roj Lorsque pour d > 2, on considere sur X\ x X 2 . /e poids 
fi(xi,x 2 ) = ^i(xi)|x 2 | 2 (l + log |a; 2 |) 2 

ou 

H{X\,X2) = (J-i(xi)\x2\ 2 
alors pour a G B*(X,Y), il y a ft G C^(X,y) ei ft G C^(X,Y) ieZs 
gwe 

a = dft +dft. 

De plus 

B*(X,Y)=M k - 1 (X 1 ). 
vj Lorsque pour d = 2, on considere sur X\ x X2, le poids 

fJl(xi,X2) = fJ,l(xi)\x2\ 2 

alors pour a G B*(X,Y), il y a f3 2 G C*-J,(JT,y) ei ft G C^(X,Y) iefe 
gwe 

a = d/3% + dft ■ 

De plus 

m*(x,Y)=w k - 1 (x 1 ). 

vi) Lorsque pour d — 2, on considere sur X\ x X2, le poids 

y,(xi,x 2 ) = ^i(xi)|x 2 | 2 (l + log |a; 2 |) 2 

alors pour a G B*(X,Y), il y a ft G ei ft G C^(X,Y) teZs 

g?/e 

a = dft +dft. 

-De phis 

H^(X,r)=H^ 1 (X 1 )©H^ 2 (X 1 ). 

5. La geometrie des varietes QALE. 

Dans le livre [22 , D. Joyce construit non seulement de nouvelles varietes com- 
pactes a holonomie exceptionnelle, mais aussi il construit de nouveaux exemples de 
varietes completes non compactes Kahler-Einstein a courbure scalaire nulle sur cer- 
taines resolutions de C n /G. Nous interessons ici aux espaces de formes harmoniques 
L 2 sur ces varietes, puisque la dimension de ces espaces est un invariant de quasi 
isometrie, nous nous contentons de decrire la geometrie de ces varietes a quasi- 
isometries pres et au dehors d'un compact. La construction part d'un sous-groupe 
fini de G C SU(n) et d'une resolution localement en produit ir : X — > C n /G de la 
variete singuliere. Rappelons d'abord ce qu'est une telle resolution : 
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5.1. Resolution localement en produit. On note V = C™ et / une indexation 
des sous-espaces vectoriels de C™ qui sont fixes par un sous groupe de G 

{Vi,i e 1} = {V H ,H sous -groupe de G}. 

On note aussi 

Ai = C(Vi) ~ {g <E G,gv — v Vv e Vj}, 
N(Vi) = {g e G, g{Vi) = V}, et B t = iV(^)Mi- 
On suppose que 0, oo e / et que Vq = V et = {0} = V G . On met sur / l'ordre 
partiel suivant : 

i<j<*ViD Vj 

Si on note Wi — alors 

i < 3 Wi C Wj. 
On a done V/Ai ~ (Wi/Ai) x 7,. On note aussi 

S = (u ieA{0} V$) /G 
le lieu singulier de V/G. Et pour i <E I on definit 

Si=( (J m/^=( U vA/a*- 

\j'€/\{0},»2j / \j€J\{0},Vi^V9 / 

et 

Tj = {a; e V/Ai, d^a;, $) < 

Definition 5.1. 7r : X — > C n /G est une resolution localement produit si pour tout 
« G /, il y a une resolution TTi : — > Wi/Ai (qui sera forcement aussi localement 
en produit) de Wi/Ai telle que si on note 

Ui = (wj x id)- 1 ^) c x 

alors il y a un biholomorphisme local : (7, x V,) \ {/, — ► X qui rendent le 
diagramme suivant commutatif : 

(y iX — 

7Tj Xld 

ou est l'application naturelle 4>i : (Wi/Ai) x V{ — > V/G. 

Le groupe G agit naturellement sur /, D. Joyce montre alors que lorsque (X, n) 
est une resolution localement en produit de V/G alors il existe un biholomorphisme 
g : Yi — ► Y g 4 qui rend le diagramme suivant commutatif 

Y 9 , Y 



W t /A t Wg.i/AgJ 

On peut decrire ce qui se passe en dimension n = 3. Soit done G C SU (3) un sous- 
groupe fini, si g € G \ {Id} alors on a forcement dim ker(g — Id) < 1. En particulier, 
si I = {0, 1, ...N, oo} alors on a V* f~l Vj = {0} si i ^ j et i, j £ {1, ...iV}. Ceci signifie 
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exactement que § 5 /G n'a que des singularities isolees. Notons S = (Ji=i V% et S £ le 
e-voisinage de S. La topologie a l'infini de X est le produit d'une resolution de § 5 /G 
avec une demi-droite. Cette resolution de § 5 /G peut etre decrite topologiquement 
de la fagon suivante : notons Bi(e) la boule de rayon e dans W, et Yi(s) — TT^ 1 (Bi(e)) 
Sur § 5 \S £ , Taction de G est libre (pourvu que £ > soit choisi assez petit) et le 
quotient est diffeomorphe a S = (S 5 \ S e )/G 

Supposons que Taction de G sur {1,...,N} ait I orbites GV\, ...,GV/. Alors le 
bord de (S 5 \ S s )/G a exactement I composantes connexes chacune diffeomorphe a 
un 

G.(dBi{e) x (Vi n § 5 ))/G = (0Bj(e) x (V; n S 5 ))/iV(V;) 

= ((OBi^/Ai) x (Kn§ 5 ))/B, 

Pour 2 = 1, I, nous notons 

E; = G.(Y;( £ ) x (v t ns 5 ))/G 
= (Yi(e) x (^n^/B, 
Alors cette resolution de § 5 /G est diffeomorphe a 

So#(U l6 {i i ... ji }S l ) 
Ou on a recolle chaque (dB t (e) x (V t S 5 ))/B l avec 

(dYi(e) x (V5 nS 5 ))/Si C (Yi(e) x (V t n § 5 ))/B 4 . 

5.2. Metrique Quasi- Asymptotiquement-Localement-Euclidienne (QALE). 

Une metrique Quasi-Asymptotiquement-Localement-Euclidienne (QALE pour faire 
court) asymptote a <C n /G sur une resolution localement en produit ir : X — > C n /G 
est une metrique g sur X telle que dans le cadre de la definition precedente ipi9 
soit asymptote a la metrique produit gi(B hi, ou hi est une metrique QALE sur Yi 
et hi la metrique euclidienne sur Vi. 

La vitesse a laquelle ip%g tend vers la metrique produit depend des distances a 
S{ et a Torigine. Puisque nous interessons qu'a la classe de quasi isometrie de ces 
varietes, nous ne retiendrons que ip*g est la metrique produit gi® hi. 

5.3. Cas des groupes G de longueur 2. Nous interessons en fait a la classe la 
plus simple des varietes QALE (apres celle ou G agit sans point fixe sur S 2 ™ -1 , la 
variete etant alors ALE). 

Definition 5.2. Soit G un sous groupe de SU(n), on appelle longueur de G, 
L(C n , G) = max{fc, il y a iq < < ij G /}. 

Ainsi la longueur de G vaut 1 si et seulement si S = {0} i.e. si et seulement si 
G agit sans point fixe sur § 2n_1 . Et la longueur de G vaut 2 si et seulement si les 
singularites de S 2n_1 /G sont isolees ; par exemple lorsque G C SU(3) ou G C Sp(2), 
on a forcement L(C 3 , G) < 2. 

Lorsque la longueur de G vaut 1, une metrique ALE sur une resolution de 
C n /G est au dehors d'un compact quasi isometrique a une metrique plate sur 
(C n \B(R))/G. 

On peut aussi decrire la geometrie de varietes QALE asymptote a <C n /G lorsque 
la longueur de G est 2 : 

On numerate G.Vi, G.Vj, les differentes orbites de / \ {0, oo} sous Taction de 
G. Le sous groupe Ai agit sans point fixe sur Wi \ {0} et notons 7Tj : Yi — * Wi/Ai 
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une resolution localement en produit de Wi/Ai. Si y G Yi on note \y\ = ||7Ti(2/)|| et 
B la boule unite de C". Chaque Yi est done muni une metrique gi plate au dehors 
d'un compact. On equipe maintenant Yi x (Vi \ B) de la metrique produit et on 
definit 

d = {(y,v) G Y x (Vi\M),\y\ < 2e\v\} 

Lorsque g G G on a done une application g : Ci — ► C s .i, notons -Ei le quotient 
G.Ci/G, on a aussi £7, = Ci/Bi. Soit maintenant 

E = (C"\(BU{« G C\3i d{v,Vi) < ed{v,Wi)})^j/G 

Si on note Sf = {v G C", d(v, Vi) < e} alors E a est un bout de cone sur (S 2 ™ -1 \ 
(Ui>i Pour e assez petit les Sf £ sont deux a deux disjoints et a quasi 

isometrie pres nous identifions : 

X\7r- 1 (M) = U\ =0 E 1 

ou 

Ei n Ej = 0, lorsque i ^ j et i, j =/= 
et n E = Ci ( ((S? e n S 2 "- 1 ) \ 5f ) /G) 

6. i 2 COHOMOLOGIE DES VARIETES QALE DE RANG 2. 

Nous allons maintenant determiner la cohomologie L 2 des varietes QALE asymp- 
totes a C n /G ou G C SU(n) est tel que le quotient S 2ll_1 /G n'a que des singularites 
isolees. Soit X une telle variete, rappelons qu'au dehors d'un compact K C X, 
O = X \ K est la reunion de E , E\, E\. Oil pour e > assez petit : 

-Bo est un bout de cone sur (§ 2 ™ -1 \ S 6 )/G avec 

S = {v e § 2 "-\ 3g e G \ {ld},gv = v} 

et 

S £ = {v e S^-S^u.S) < e}. 

L'ensemble S est en fait une reunion de sous espace vectoriel de C™ ne s'inter- 
sectant qu'en {0} et G agit sur cette famille de sous-espaces vectoriels. On suppose 

S = uUG.Vi 

avec 

G.Vi n G.Vj = {0} si i ^ j. 

Notons Wi = V+, A t = {ge G,Vv G VS.ffv = «}, JV(VS) = {g G G,g(V) = V} 
et B t = N(Vi)/Ai. Soit 7Tj : Yi — > Wi/Aj une resolution de Wi/Ai equipee d'une 
metrique ALE asymptote a Wi/Ai alors on suppose que B t agit sur Yi x Vi et 
#i = Sj/Bi oil 

Ei = {(y,v) G Yi x e < |u|, |7Ti(j/)| < 2e|w|}. 

alors EiHEo est quasi isometrique a un bout de cone sur (S\Vi/Ai x Sy; x]e, 2e[) /Bj 
oil on note §y = S 2n_1 n V la sphere unite d'un sous espace vectoriel V" C C™. 
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6.1. La cohomologie de X \ K. On commence par calculer la cohomologie de 
O = X \ K. On sait que O se retracte sur dK et que dK = l4_ £j ou So = 
(S 2 "- 1 \ S £ )/G et Si = {(y,v) £Y,x S Vi ,\y\ < 2e}/B t . Compte tenu du fait que 
la cohomologie de la sphere § 2 ™ -1 est nulle en degre k ^ 0, 2n — 1, on a pour les 
degres k e]0,2n - 2[ : 

(6.1) H k (Z )(BH k (S) G ~H k {dZ )- 

Et compte tenu du fait que H 2n ~ 2 (S) = {0}, nous obtenons aussi : 

(6.2) {0} -► H 2n - 2 {^ ) -> H 2n ~ 2 {dZ ) ~ R l -y H 2 "*' 1 (S 2n - X ) G ~ R -» {0}. 

ou si un groupe G agit lineairement sur un espace vectoriel H on a note H , le sous 
espaces des vecteurs G- invariants. On utilisera la suite exacte de Mayer- Vietoris : 
i i 

(6.3) H"- l (Ei) - H^idZo) -» -> -> # fc (dS )- 

i=0 »=o 

Notons n, = diml^. Remarquons que agit trivialement sur la cohomologie de 
Sy; ainsi 

I 

tf fe (S) G = 0ff fc (§v I ) 

i=l 

et 

fr*(s<) = H fc (i;-) B< © J ff fc_2n<+1 (ii) Bi - 

En particulier, Papplication H k (T,i) — ► iJ fe (§ y .) est surjective. Avec Qfi-ip . on en 
deduit que pour fc ^ 0, 2n — 2, 2ra — 1, Papplication 

i 

0if fc (£O-# fc (3S]o) 

est surjective. Et done pour k ^ 0, 1, 2n — 2, 2n — 1, la suite exacte <6..3t implique 
que 

{0} -> if fe (dX) - H k (Ei) -> F fc (5E ) ^ fc (£o) i? fe (5) G - {0}; 



i=0 

r/>7 



ainsi pour ces degres H (dK) est isomorphe a 

0ker(fr*(£i) -► ff^Sy,)*') = H^+^Y)^ © 

i=l i,k>2m — 1 i 

Pour les degres = 1, 2n — 2 : on obtient notamment grace a H6.3JI : 

ff 1 (ax)~0i/ 1 (K i ) i3 * 
»>i 

Mais, nous avons toujours 2rii — 1 > 1, en consequence il est aussi vrai que : 
H\dK)~ H^+\Y i ) B *®^H\Y^. 

i,l>2«i — 1 i 

Nous obtenons aussi avec J(i.2t : 

H 2n - 2 (dK) ~ 0i? 2dimy -- 1 (r J ) Bl - 
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Mais puisqu'on a toujours 4 < dim Yi = 2n — 2rn < 2n — 2, il est aussi vrai que 

H 2n - 2 (dK)~ H 2n - 2 - 2n * +1 (Yi) B > ®($H 2n - 2 (Y) B >. 

i,2n—2>2ni — l i 

On obtient done 

Proposition 6.1. Pour k ^ {0, 2n — 1} 

H k {0)=H k {dK)= H k - 2ni+1 (Yi) Bi ©0 J ff fe (r 4 ) S! - 

i,k>2rii—l i 

6.2. Cohomologie L 2 de O. Nous considerons sur O les poids = \x\~ 2 et 

io(a;) = x|^ 2 (l + |loga;|;r 2 ou si tt : O -> C n /G, on note |x| = ||7r(x)||. On sait 
que 

et que E , E nEi sont des bouts de cones on sait que l'image de d y est presque fer- 
mee en tout degre et par rapport au poids w, de plus on connait leurs cohomologies 
L 2 . On doit done maintenant calculer la cohomologie L 2 de Ei. 

6.2.1. Cohomologie L 2 de Ei. On sait que Ei = Ei/Bi et done : 

M k (E l ) = M k (E i ) Bi . 

Ei est une partie de Yi x (Vi \ B) (on note B la boule unite de C"). Sur Ei, w 
est comparable w'(y,v) = \\v\\~ 2 et w & w'(y,v) = ||t>||~ 2 (l + | log ||v||) _2 . Notons 
egalement wi(y,v) — \y\~ 2 . 

Nous commengons par remarquer que 114. 15|) : 

M k (Y x (V\M)) ~ IF(y t )®]fF(y 4 \B) 
p+(J=fe 

De plus si Yf = {y £ ij, |y| < e} alors puisque l'application W(Yi) — > IEF(3^ E ) = 
H p (Yf) est injective Ccf. I4.13|) . il en est de meme de l'application 

U k (Yi x \ B)) -» H fe (F/ x (Vi \ B)) . 
Ainsi puisque x (Vi \ B) C £, C x (Vi \ B), l'application de restriction : 

l* % : W k (Y l x (Vi\M))^M k (Ei) 

est aussi injective. 

On suppose maintenant que k < n. Soit a £ B k (Ei). Posons 

a t = C7iQe/2,2e[xS a,ni - 1 x S 2 "^ 1 ) c E t 

ou rii = dime Vi et m t = n — rij. Puisque Yj x (V* \ B) = U Vi avec V^ H = f2,-, 
nous avons 

L* ni aeB k (n i ) = dc k - 1 1 (n i ), 

il y a done r/> £ C^"] 1 (fit) tel que 

= # 

Maintenant grace a i!8.16|l . nous savons qu'il existe %j) £ C w "i(Ei) tel que L^.ip = ip. 
En particulier, l'extension par zero de a — dtp & Yi x (Vi \ B) est fermee : 

a~dij)e Z k (Y % x {Vi \B)) 
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Mais l'image de la classe de cohomologie L 2 de cette forme par i*~ est la classe de 

cohomologie de a £ B k (Ei), puisque cette application est injective, la proposition 
Kitty nous permet de trouver u £ C^~\(Yi x (Vi \ B)) et v £ C*^^ x (Vi \ B)) 
tels que 

a — dip — du + dv 

Compte tenu du fait que sur -E 1 , : wi > Cw' et que to' et comparable a to, alors 
$ = tjj + t | (u + u) 6 C^ 1 ^) et a = <2<£. 

Si nous partons d'un a € Z k (Ei) alors puisque Z k (Vli) = B k (fli) lorsque k < n, 
alors nous obtenons qu'en fait l'application : 

: H fc (r, x (V ( \B)) -M*^) 

est un isomorphisme. Remarquons egalement que puisque l'application d'extension 
par zero 

H>(Yi) - Wpf, dYf) -> HP(F0 
est surjective Ccf. I4.13|) . il en est de meme de l'application : 

M k (Y i s x {Vi \ B), BY? x (V \ B)) -» H fe (% 

Nous avons done demontre : 

Proposition 6.2. Si k < n, alors dC k ~^(Ei) = B k (Ei) = de plus 

l k - 2ni+1 (Yi) si m > 1 



U k (E % ) ~ ® p+q=k B p (Y) ® H 9 (F, \ B) = 



{0} si m = l. 



Et l'application d'extension par zero 

B k (Y l e x (V5 \ B),dY? x (Vi \B)) -> H fc (£0 

esi surjective. 

En considerant la cohomologie relative a li x § 2ni_1 , nous obtenons egalement : 

Proposition 6.3. Sik>n, alors dC^(Ei,Yi x S 2 "*- 1 ) = x S 2 ™*- 1 ) de 

plus 

l^iYi) si m > l 



Fxs 2 ^- 1 ) ~ ® p+q ^ k B p {Y i )m q (v i \M,s 2ni - 1 ) = 



{0} si m = i 



Eft l'application d'extension par zero 

H fe (y/ x (Vi \ b), ar/ x (v* \ i)ur,x s 2 ™*- 1 ) -> e fc (^, Y. x s 2,li_1 )) 

es£ surjective. 

II reste maintenant a determiner la cohomologie L 2 de en degre n. Le rafRne- 
ment presente en (14 . X Of) montre que cette meme preuve est valide lorsque 6„_i(§ 2 " li_1 x 
§ 2 ™ i_1 ) = 0, e'est a dire lorsque rii ^ mj. Et meme mieux si de plus rii > 1 alors, 
on trouve que dC^ 1 1 (E i ,Y l x S 2 "*- 1 ) = B n (E ll Y l x S 2 "*- 1 ). 

Supposons done que rij = m t = n/2. Alors nous avons forcement 7ij > 2. Notons : 
p = (log(||w|| + l) -2 . On reprend nos arguments si a £ Z n (Ei,Yi x § 2 ™ i_1 ), alors 
nous trouvons comme precedemment ip £ C™^ L 1 (£li,y; x § 2 " i_1 ) tel que 

t-La = dip 
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Maintenant grace a nous savons qu'il existe ip 6 C™ /p -(Ei,Yi x § 2 ™ 1 1 ) tel 

que Lq.iJj — ip. En particulier, l'extension par zero de a — dip a Yi X (Vi \ B)est 
fermee : 

a - d^ G ^(^ x (VS \ B, Fj x S 2 "'- 1 ). 
Les memes causes produisant les memes effets, il est egalement vrai que l'applica- 
tion : 

i* % : W^Y x (V t \M),Y x S 2 "*- 1 ) -» !£(£;, y x S 2 "'" 1 ) 
est injective. Et puisque n< > 1, d'apres l|4.17|l . l'application naturelle : 

w n (Y t x (Vi\M),Yi x s 2 "*- 1 ) -» E£(y x (K \ B),y 4 x S 2 ™'- 1 ) 

est un isomorphisms 

Mais l'image de la classe de cohomologie L 2 de a — par t~ est la classe 

de cohomologie de a £ la proposition <I4 . 1 T|) nous permet de trouver u 6 

cfcp^ x {Vi \B),y< x s 2 "-- 1 ), « g c^/cy x (vj y x s 2 "*- 1 ) et ^ e w n (y x 

(Vi\M),Yi xS 2 "-' 1 ) telsque 

a — dtp = h + du + dv 

Si on pose <j> = ip + t| (u + v) alors a = t| /i + et £ L^(A n-1 T*(J5i)). Nous 
avons ainsi montrer que la proposition est encore valide pour k = n. 
En revenant a JSj, nous obtenons 

Proposition 6.4. i) Si k < n, alors dC k ~^(Ei) = B k (Ei) de plus 

' H fc-2 w +l^y.)S j S i > 1 

{0} si rii = 1 

M l'application d 'extension par zero 

m k (07 x \b))/s<, (ay/ x (v \b))/bo -» h*^) 

es£ surjective. 

ii) Si k>n, alors dC^(Ei,dO) = B k (E h dO) de plus 

jfc-i^s. sini>l 



fe (^) ~ © p+<?=fe IP (y) Sl ® W(VS \ ») Bl 



l k (Ei,dO) ~ ® lH . Ffc lP(yi) B4 ®I[ 9 (^\B,S 2n '- 1 ) B ' = 



{0} si ra, = 1 



Et l'application d 'extension par zero 

H fe ((F/ x (Vi \ M))/B l ,dO U (dYf x (V5 \ B))/B() H fc (^:) 
esi surjective. 

6.2.2. Cohomologie I? de O. Nous pouvons maintenant determiner la cohomologie 
L 2 de C Nous commengons en degre k < n. Remarquons que puisque 

(Yf x (Vi\B))/B< C O 

et que 

H fc ((y/ x (v \ E))/Bi, (ay/ x (vs \ B))/iy -> h*^) {0} 

surjective alors l'application 

H fc (0) -> 0H fc (^) 
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est surjective. Nous allons montrer que cette application est injective : soit done 
a e Z k (0) tel que pour tout i > 1 : 

i* Ei a &B k {E l ) = dC k w -l{E t ). 

Remarquons que puisque k < n, et que Eq est un bout de cone, on sait que 

L* Eo aeB k (E ) = dC k w ; 1 1 (E ). 

On trouve done pour chaque i > 0, tpi € C^~i(Ei) tel que 

Pour i > 1, nous posons alors 

Vi = t>*E t nEo<l>i ~ ^nBbVto e ^ X (-Ei n E ). 
Mais E.; n Eo est un bout de cone etfe — 1 <n — 1, done d'apres (!4.Qf) nous avons 

Z k w - x {Ei n Eo) = B k ~ 1 (E i n E ) = dC k J(E t n E ) 
Alors grace a ffi.lfit . nous trouvons Ui £ C^~ 2 (Ei) tel que 

d{L*E,nE a Ut) = Vi- 

La forme ip definie sur O par i Eo tp — ipo et ijj V = ipi — dui est bien un element de 
CtTiHEi) et 

dip = a. 

Puisque w est a decroissance parabolique, nous avons montre que a € B k (0) et 
aussi que l'image de d est presque fermee sur O en degre k < n par rapport au 
poids w. 

Evidemment une preuve identique permet de conclure en degre k > n et pour la 

cohomologie L 2 de O relative a dO. 

Nous traitons maintenant le cas de degre k = n pour la cohomologie L 2 relative : 
II nous faut done demontrer que si a 6 Z n (<D, dO) est tel que 

Vi > 1, i E .a G B k (E l ,dO) 

alors 

Remarquons que si pour tout i > 1, nous avons & n _2(E,; fl -Eo) = (par exemple 
si n est pair) alors la preuve precedente est valide. Nous supposons done que n est 
impair. Alors on remarque que 6 n _i(£o) = et que pour tout i > 1, 6 n _i(S i_ x 
§ 2n * _1 ) = 0. Ainsi grace a l|4.1()jl . nous pouvons trouver ip Q € Cg^Eo, dO) telle 
que 

i* Eg a = dtjjQ. 

Nous savons egalement qu'il existe ipi € C£~f{Ei,dQ) tel que 

l* e . a = dtpi 

Pour i > 1, nous posons alors 

% = 4,n£ ^ - t* EinE J e ^- x (^ n E 0) SO). 

(1) Si b n -i(Ei n Eo) = 0, alors comme precedemment nous trouvons itj £ 
C%-*{E h dO) tel que 

dihs^EoUi) = Vi- 
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(2) Si maintenant b n -2(Ei<~)Eo) ^ mais que m > 1, alors la preuve precedente 
montre que nous pouvons en fait supposer que i\>i G C^ 1 ^, <90) et done 
que 

th e z^-\E t n £; , dO) = B%-\Ei n So, 90) = dC^s* n So, AO) 

On trouve done u, € C™^f(Sj, 90) tel que 
d { L E,nE u i) = m- 

(3) II reste le cas ou n« = 1 et 6„_ 2 (£ ; i H S ) ^ e'est a dire le cas ou n = 3. 
Dans ce cas grace au raffmement propose en (|4.101 iil nous trouvons u 6 

Ci tW (EinE ,dO) et 

v = f(\x\)aeC 1 WiW (E i nE ,dO) 

ou <7 est le tire en arriere de la forme "volume" de S 1 sur 

E, nS =~ Ci(]e/2,2e[x§ 3 x S 1 )/^ 

tel que r\ = du + dv Nous pouvons evidemment trouver u £ C\ w (Ei, 90) 
tel que i-EiC\Ea u — u st On peut aisement etendre v a Ei grace a 

(6.4) v = f(s(x))a 

ou on definit d'abord s sur Ei par 

s(vv) = ( v gjg siM>flHI 

ly ' J 1 V1 + (e/2) 2 ||«|| si|y|<f|H| ' 

cet fonction est clairement Bi invariante et v est bien definie et il est clair 
que v E w (Ei,dO), On pose alors + w (Ei,dO) et nous 

avons egalement 

d( i E i nE u i) = 

La forme -0 definie sur O par ij; ^ = V'o et b%.ip — 4>i ~ dv,i est bien un element de 
C k w : 1 1 (E l ,dO)et 

dip = a. 

Nous avons done demontre que : 
Proposition 6.5. i) Si k < n,alors dC^{0) = B k (0) et 

H fe (C) = h*- 2 "^ 1 ^)^. 

~>k—\(fr\ €t/r%\ _ r>k i 



ii) Si k > n, alors dC^{0,dO) = B k (0,dO) et 



i,rii >1 
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6.3. Cohomologie l? w de O. Les memes arguments que precedemment nous per- 
mettent de demontrer que 

i) Si k < n, alors B^{G) = dC^(<D) et 

K~\&) = r(y j ) B '®i«(c°'\i) = 0i""'(y,) B 'ffi tf-'fy,) 8 ' 

p-\-q—k — l i i,rii=l 

ii) Si k > n, alors B^-\0, O) = dC&${0, O) et 

H^- 1 (o,ae>)= r(r j ) B '®i: ! (C"'\i,s 2 " rl )= S 11 "! 5 '.) 8 ' 

p+q—k~ 1 i,ni>2 

Comme precedemment le point delicat est le cas de degre fe — 1 = n — 1. Nous 
reprenons nos arguments en commengant par calculer la cohomologie de Ei en 
degre n — 1, celui ci se traite de fagon similaire au cas de la cohomologie L 2 : 

(1) Si 6 n _2(§ 2mi_1 x § 2ni_1 ) = 0, alors nous montrons comme precedemment 
que 

B^-^Yi x S 2 "'- 1 ) = dCZ;*(E h Yi x S 2 "'- 1 ); 

et que 

H™ _1 (^j, Yi x S 2 "-- 1 ) = H™ _1 (Yi x (C n * \B), Yj x S 2 "'" 1 ) 
avec de plus si rii ^ 2 : 

B^-\Ei,Yi x S 2 "*- 1 ) = dC£${E t ,Yi x S 2 "*- 1 ) 

(2) Supposons maintenant que fr„_2(§ 2mi ~ 1 x § 2 ™ i_1 ) ^ 0, c'est a dire que 
\rii —mj| = 1, alors nous avons deux cas : 

i) le premier est celui oil 2m - 1 = n - 2 : soit a G B^~ 1 {E i ,Y l x § 2 ™ i_1 ) 
alors le raffinement presente en H4.10J1 nous permet de trouver : u G 
C2- 2 (Oi, Yi x S 2 ™*- 1 ) et v G C^" 2 ^, Y % x S 2 "^ 1 ) tels que v = f{r)a, 
a etant le tire en arriere de la forme volume de § 2 ™ i_1 par la projection 
sur le dernier facteur de ft, = C 1 (Ci(]e/2, 2e[x§ 2m -- 1 x S 2 ™-" 1 ) et 

Iq . a = du + dv 

On peut alors comme l|fi.4Jl etendre u, v en v, u G C™^, 2 ^, Yi x § 2 ™ i_1 ) 
et en posant ip = u + v, les arguments precedents menent de la meme 
fagon au resultat voulu : l'extension par zero de a — dip a Yi X (V* \ B) 
est fermee : 

a — dip g ^r x (y< x (v< \ i), y< x s 2 "*- 1 ) 

Mais l'image de la classe de cohomologie L 2 ^, de cette forme par l*~ 

est la classe de cohomologie de a G B™7 (Ei,Yi x § 2 ™ i_1 ), puisque 
comme precedemment cette application est injective, la proposition 
lj4*T7t nous permet de trouver / G C%~%,{Yi x \B), ^ x S 2 ™*- 1 ) et 
g G x {Vi \ B), Yi x S 2 "^ 1 ) tels que 

a — dtp = df + dg 

Compte tenu du fait que sur Ei : Wi > Cw' et que w' et comparable 
a w, alors 

$ = ^ + t* n .(f + g) G Q- 2 ^, y- x s 2 "-- 1 ). 
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Ainsi 

Cl^{Ei,Yi x S 2 "*- 1 ) = Bl-\Ei,Yi x S 2 "^ 1 ) 
et de la meme fagon l'application : 
tl : K'HYi x (Vi \B),Y< x S 2 "'- 1 ) -> H^ 1 ^,^ x S 2 "'- 1 ) 
est un isomorphisme et l'application d'extension par zero 

C^P? x \ B), x (V \ B)) U Y x s 2 "-- 1 ) -» h^ 1 ^, y 4 x s 2 "-- 1 ) 

est egalement surjective. 

ii) Supposons maintenant que 2mi — 1 = n — 2, remarquons qu'alors 
mi = (n— l)/2 et rii = m, + 1 puisque m, > 2, ainsi > 3. Soit done 
a £ Z™7 1 (Ei,Yi x § 2 ™ i_1 ), alors nous trouvons comme precedemment 
^GC"r 2 ,(^,y xS^^tel que 

tf!,a = dip 

Maintenant grace a H3.16I) . nous savons qu'il existe ip £ CZ~pw' C^*! Yi x 
S 2 ™'- 1 ) tel que Lq.iP — ip. En particulier, l'extension aljX (Vi \B) par 
zero de a — dip est fermee : 

a - dip £ Z n p -}{Y l x (Vi \M,YiX S 2 "*- 1 )). 

Les memes causes produisant les memes effets, il est egalement vrai 
que l'application : 

C % : H;-, 1 ^ x (Vi\M),Yi x S 2 "*- 1 ) -» m n p -}{Ei,Yi x s 2 "*- 1 ) 

est injective. Et egalement d'apres l|4.17|l . l'application naturelle : 

K~ X (Yi x (Vi\M),Yi x S 2 "'- 1 ) - W n p -}{Y % x (y t \B), Y< x S 2 "*" 1 ) 

est un isomorphisme 

Mais l'image de la classe de cohomologie L 2 pw , de a — dip par t~ est 
la classe de cohomologie de a £ Z™~} (Ei , Yi x § 2 ™ i_1 ), la proposition 
KTTi nous permet de trouver u £ C^ pw ,(Yi x (Vi\B), K; xS 2 ™* -1 ), v £ 
<%~X' ( Y i x (V \B), Yi x § 2 "* - 1 ) et ft e 1 (Y i x (V$\B), K t x S 2n * - 1 ) 
tels que 

a — dip = h + du + dv 
Si on pose = ?/>+i| alors a = t| ft+# et ^ € Lf w , )2 {A n - 2 T*(Ei)). 

Nous avons done obtenu le meme resultat qu'en (i). 

En revenant kE t = E i /B l , nous avons demontre que dC™~ 2 (Ei, dO) = B™~ 1 (E l ,dO) 
meme mieux si |n.$ — TOj| 7^ 1 et 7^ 2 alors 

dClJ{E i ,dO) = BZ- 1 (E i ,dO). 

De plus 

HJ-H^f.aO) s EP(Y0 B< ®H&W\B>S aB «- 1 ) B ' = I H* _1 (yi) fl< si n< > 2 

p+g— n — 1 ^ 

Et l'application d'extension par zero 

KPr\(Yi x (Vi\M))/B h dOU(dY{ x (Vi \B))/fl() -> H^ 1 ^) 



COHOMOLOGIE L 2 DES VARIETES QALE 



41 



est surjective. 

On peut maintenant calculer la cohomologie de O relative a dO en degre 
n — 1 : pour les memes raisons l'application 

ni-\0,dO) -> ®EZ-\Ei,dO) 

i>l 

est surjective. 

II nous faut done demontrer que si a £ dO) est tel que 

V»>1, lE.aeC 1 ^,^) 

alors 

aedC:J(0,ao). 

Premier cas: supposons que n est impair et n > 3, nous pouvons trouver 
iP eCZ;*(E ,dO) telle que 

4? a = #0- 

Nous savons egalement qu'il existe ipi £ C™~^(Ei,dO) tel que 

L* E .a = dipi. 
Pour i > 1, nous posons alors 

Vi = t-* Ei nE i>i ~ iknE^o G 3£" 2 (3i n E ,dO). 

mais puisqu'alors nous avons & n _s(S 1714 x S 2 ™^" 1 ) = 0, la proposition 
(14 . 1 Op . nous permet de trouver Ui £ 2 (Ei Pi Eq,80) tel que r)i = diii, 
on peut grace a 13.161 etendre u, en £ C^ 2 (Ei, dO) et alors la forme ip 
definie sur O par i]g "0 — ipo et i* E .ip — ipi — diii est bien un element de 
C:;J:0.i>0) e. 

dV' == 

Deuxieme cas: si n = 3, alors nous n'avons clairement pas 6„_3(§ 3 xS 1 ) = 0. 
Cependant grace a 114.1011 . nous pouvons en fait trouver pour chaque i > 0, 
fi G C% tw2 (Ek n B , dO) et ft G C° ^ (E t n £ 0j 9C) une fonction radiale tel 
que 

?7i = 4fi + d.9i, 

on etend alors aisement ces fonctions a Ei pour obtenir de meme une fonc- 
tion Ui £ C a w w2 {E u dO) tel que 

Ceci permet alors de conclure comme precedemment. 

Troisieme cas: supposons que n est pair alors nous avons forcement pour 
tout i : \rii — rm\ ^ 1 et egalement 6 n _2(So) = 0, alors nous pouvons en 
fait trouver ip G C!^~ w {Eq, dO) tel que 

L *E a = <#0- 

Nous savons egalement qu'il existe ipi £ C™~£(Ei,dO) tel que 

L* E .a = dipi. 
Pour i > 1, nous posons alors 

Vi = ^ Ei nE ^i ~ t-EinEo^o G Z™2 2 (Ei n E ,dO). 
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(1) Si b n -z(Ei n E ) = 0, alors comme precedemment nous trouvons ttj £ 
C^ 3 2 (^,90) telque 

d { L *E,nE Ui) = m- 

(2) Si maintenant 6„_ 3 (£ ; i n£ , o) ^ et n— 3 = 2^ — 1 alors grace a 114.10(1 et 
en reprenant Pargument utilise dans 116. 4J1 on trouve Ui £ C^" w% (0, dO) 
tel que 

(3) II reste le cas ou b n -z(Ei H Eq) ^ mais que 2rrii — 1 = n — 3 et 
2ni — 1 = n+ 1, remarquons que puisque m s > 2, nous avons forcement 
n > 6 et rij > 4 > 2 en particulier, nous pouvions en fait choisir 
tpi £ C^{Ei,dO) et alors r)i £ Z 7 ^ w 2 (E i n i?o, <9£>) et on trouve alors 
iH £ C™~j) W {EiC\EQ, dO) tel que dui = ?yi, cette forme peut etre etendue 
en u^'c^JjE^dO). 

La forme i\) definie sur O par ij^V = "00 et i^g i/> = tpi — dUi est bien un 
element de C r ^(0,dO) et 

= a. 

Nous avons done obtenu : 

Proposition 6.6. i) Si k < n,alors dC k - 2 {0) = S*- X (d?) ei 

h*- x (o) - 0H fc - 2 ™-(yi) Bl © tf- 1 ^) 5 -. 

i i^m — 1 

nj Si fc > n,a/ors dC*-*(<D,dO) = B k - x {<D,dO) et 

U k - 1 (0,dO)= H fe - 2 (yi) B *. 

i,rii>2 

En consequence pour k < n, les images de d : C^~ 2 ((D) — > L^A T*0) et 
de d : C^{0) -> L 2 {K k T*0) sont fermees et l'espace H^^O) est de dimension 
finie, grace au theoreme (13 . 1 fSf) . il en est de meme sur toute variete isometrique 
aOau dehors d'un compact ; par exemple pour les degres k < n, les images de 
d : Cl~l{0,dO) -> L 2 {k k T*0) et de d : C k w ^{X) -» L 2 (A k T*X) sont fermees. 
Grace a la version relative du meme theoreme, on peut afRrmer que pour k > n, 
les images de d : C*$(0) -» L 2 (k k T*0) et de d : C^{X) -» L 2 (A k T*X) sont 
fermees. 

Nous devons egalement connaitre la cohomologie de O relative a dO en 

degre (k + 1) pour k > n. Lorsque k > n, nous obtenons de la meme fagon que 
dC k wA/w (0,dO) = B k ^(0,dO)et 

H^+ u 1 (O,9O)=0H fe (y j ) Bl ® H fe - 1 (F i ) B *. 

i i,ni — l 

Concernant le degre k = n+1, nous pouvons reprendre les arguments precedents 
mais nous ne pouvons conclure que lorsque n ^ 3. En effet, ces arguments ne 
permettent pas dans ce cas de determiner la L 2 / w cohomologie de Ei relative a 
Yi x (V»\B). Nous ne pouvons en effet conclure que lorsque 6 n (S 2mi_1 x S 2 ™*" 1 ) = 0, 
ou lorsque 6„(S 2mi ~ 1 x § 2 ™ i_1 ) ^ mais que m > 1 ou encore lorsque m = 1 mais 
fl"(S 2m,_1 x§ 2 "* -1 ) ~ iP^S 2 ™* -1 ) ; mais nous ne pouvons conclure dans le dernier 
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cas ou 6„(§ 2 " li ~ 1 x S 2n * _1 ) ^ 0, rii = 1 et n — 2nii — 1, ce qui se produit exactement 
lorsque n — 3. Nous obtenons ainsi : 

Proposition 6.7. Si k > maxn,4,alors dC k 1/w {0,dO) = BH^(0,dO) et 
H^+ u 1 (O,9O)=0H fe (r i ) Bl © M k ~ 1 (Y i ) B \ 

i i,rii — l 

Nous pouvons maintenant determiner la cohomologie L 2 de O en degre k > 
max{n,4} . En effet, on dispose maintenant de la suite exacte : 

H^idO) — > W k (0,dO) — > H fe (C) — ► H k (dO) — > M k +^{0,dO). 

Nos calculs de la cohomologie de dK 116,111 et de la cohomologie L 2 relative de 
O (16. 5|) montre que la premiere fleche de cette suite exacte est surjective, nous 
obtenons done 

M k (0) ~ ker (^H k (dO) -» H*£J(0, dO)) . 
Puisque pour fc <E [1, 2n — 2] 

H k (dO)= H k - 2ni+1 (Yi) Bi ©0i? fe (r l ) Bi 

i,fe>2rii — 1 i 

et 

u k +'(o,dO) = 0H fe (r t ) Bl © h*- 1 ^)^, 

nous obtenons egalement : 

H fc (C) ~ H fe - 2n ' +1 (K t ) Sl . 

i,ni>l 

Pour fc = 2n - 1, nous avons alors W 2l j w (0, dO) = {0} et done 

Remarquons que nous pouvons egalement determiner la cohomologie L 2 de O 
en degre rt = 3, car nous avons 

M 3 (0,dO) = {0} 

et grace a la dualite induite par Poperateur de Hodge nous obtenons egalement 
H 3 (O) = {0}= M 3 ~ 2ni+1 (Yi) Bi . 

i,ni>l 

On peut de meme determiner la cohomologie de O pour les degres fc — 1 > n 
grace a la suite exacte : 

H k - 2 {dO) — ►H*- 1 (0,00) — >U k -\0) — >H k -\dO) — > U k (0, dO). 

Comme precedemment la premiere fleche de cette suite est surjective et grace a 
116.61) . on obtient egalement : 

ClOl^tf^ty,) 8 '® M k ~ 1 (Y l ) Bi . 

i>l i i m=l 

Nous avons done obtenu : 
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Proposition 6.8. Pour k £ [1, 2n — 2] , la cohomologie L de O est donnee par 
(6.5) U k (0) ~ m k - 2nt+1 (Y i ) B * ~ ff fc - 2n<+1 (Y i ) Bl . 

Si en degre (2n — 1) : 

H 2n_1 (0) ~ F 2n_1 (0) ~R. 
i?n degre fc — 1 6 [0, 2n — 2], la cohomologie L 2 ^ de O est donnee par : 

Mi-\o) ~0H fc - 2 ™-(r l ) Bl © h*- 1 ^)* 1 

i>l,k>2m i,rn = l,k>l 

6.4. Cas des resolutions crepantes. 

6.4.1. Cas general. Supposons que X — > C n /G soit une resolution crepante. Nous 
pouvons dans ce cas donner une description explicite de la cohomologie L 2 de X. 
En effet, on connait la cohomologie de X en fonction des classes de conjugaison 
de G : si g € G on note age(g) = #i + Q% + ... + 8 n ou les valeurs propres de 
g sont (e' l27rei ,e l27T62 , ...,e l2v9n ) avec 0, € [0, 1[, puisque detg = 1 on a forcement 
a g e (#) £ Nfl [0, n[, il est aussi clair que age(g) ne depend que de la classe de la 
conjugaison de g [g] S C(G). Les resultats de Y. Ito et M. Reid (n = 3) et V. 
Batyrev et independamment J. Denef et F. Loeser sont les suivants ([201121 El) : 
la cohomologie de X est nulle en degre impair et en degre pair 

d\mH 2k {X) = card{[ 5 ] 6 C(G), age(. 9 ) = k}. 

Notre resultat est le suivant : 

Theoreme 6.9. Soit G C SU(n) un sous groupe fini, on suppose que S 2n_1 /G le 
quotient de la sphere par G soit a singularites isolees. Si X — > <C n / G une resolution 
crepante de C n /G equipee d'une metrique QALE asymptote a C n /G alors 

M k {X) ~ Im (H k (X) -» H k {X)) . 

Demonstration. Nous avons obtenu la suite exacte suivante : 
(6.7) 

H k - 1 (K)®Wl£- 1 (0) U^idK) U k (X) H k (K)®W k {0) H k {dK). 

Si k est pair : alors puisque les Yi sont des resolutions crepantes de Wi/Ai, elles 
n'ont de cohomologie qu'en degre pair ainsi d'apres (??) et H4.13JI on a forcement 
M k (0) = {0} ; de plus d'apres (??), on sait que 

h*- 1 ^) = 0H fc - 2n *(yi) Bi 

i>l 

et aussi 116. l|l : 

H k -\dK)~ H k - 2n HY t ) B >. 

i>l,k>2rii 

Or lorsque I > 0, M l (Yi) = H l (Yi), on obtient done l'isomorphisme : 

M^iO) ~ H k -\dK). 
La suite exacte Q6.7J1 se reduit a : 

{0} -> U k (X) -> H k (K) -> H k (dK), 
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Done M k (X) est isomorphe au noyau de H k (K) — > H k (dK) qui est exactement 
l'image de -» Jf fc (iT), Puisque X se retracte sur K, on a bien demontre 

le resultat. 

Si k est impair : dans ce cas on sait H k {K) = {0} et H k (K,dK) = {0} done 
H k - 1 (K) H k ~ l {dK) -» {0} . 
De la suite exacte ^6.71) . il ne reste que 

{0} -> H fc (X) -> H fe (C) -> H k (dK). 

Or 

i>l,nt>l 

et 

= H k - 7n *- 1 (Xi) B \ 

i>l,ft>2n 4 -l 

sauf pour & = 2n - 1 ou H 2 ™ _1 (£>) ~ H 2n_1 ((9iir). La derniere fleche de cette suite 
est done injective ; la cohomologie L 2 de X est done nulle. □ 

On peut etudier maintenant etudier deux cas particuliers : 

6.4.2. le cas particulier ou G C SU(3). On suppose ici que G est un sous groupe fini 
de SU(3), alors C 3 /G admet toujours des resolutions crepantes et soit X — C 3 /G 
l'une d'entre elles. Lorsque g G G, on a forcement 

dimker( 5 - Id) e {0, 1,3} 

et done le lieu singulier de § 5 /G est une reunion disjointes de cercles. En particulier, 
si K = tt- 1 ^) et O = X \ K alors pour k < 3 : U k (0) = {0} et pour k > 3 
H fc (C, dO) = {0}. Puisque dC^(0) = Z k {0) pour k < 3, on en deduit facilement 
que l'application naturelle H k (X) — ► H fc (X) est surjective pour k < 3. Puisque 
est connexe et que iJ 1 (C) = {0}, le lemme (2.1) de ,1QJ montre que cette application 
est aussi injective pour k < 2. De plus, puisque pour k > 3, H fe (C, dO) — {0}, le 
lemme (2.2) de [10| ) implique que l'application M k (X) — > H k (X) est injective pour 
> 3 ; on en deduit immediatement : 

Theoreme 6.10. Soit G C SU{3) un sous-groupe fini et ir : X — > C 3 jG une 
resolution crepante, on equipe X d'une metrique QALE alors 

( {0} si k ^2,4 

W k (X) = \ H 2 C (X) ~ lm(H 2 (X) -» iJ 2 (X)) si k = 2 . 
[ H^X) ~ Im(i^(X) -» iJ 4 (X)) si fc = 4 

£7n general, pour toute variete (M,g) isometrique au dehors d'un compact avec X 
alors 

( H k (M) si k < 2 

H fe (M) = .j Im(# 3 (M) -> H 3 (M)) si fc = 3 . 

[ # fe (M) si k > 4 

On revient au cas de X une resolution crepante de C 3 /G : 

6 

XL 2(X) = ^(-l)'dimtf(X) = 2dimH 4 (X) = 2card{[ 5 ] G C(G), age(g) = 2}. 
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Mais on a toujours 

age(ff) + age(5 _1 ) = 3 - dimkcr(.g - Id), 

ainsi 

ker(.g - Id) ^ {0} agc( 3 ) = age^" 1 ) = 1 

et 

ker(.g - Id) = {0} O {age( 5 ), age^" 1 )} = {1, 2}. 
On a done montre le resultat suivant 

Corollaire 6.11. 

XlA x ) = dimH 2 (X) + dimH 4 (X) = card{[ 5 ] £ C(G), ker(g - Id) = {0}}. 

Considerons l'exemple 9.3.5 du livre de D. Joyce : G ~ Z4 est le groupe engrende 
par (zi,Z2,z^) 1 — ► (—21,222,^3). Si X est la resolution crepante de <C 3 /G equipee 
d'une metrique QALE alors : 

dimH 2 (X) = dimH 4 (X) = 1 

Si on considere l'exemple 9.3.6 de ce meme livre : G — Z 2 , est le sous groupe de 
SU(3) forme par les matrices diagonales a entree ±1- Dans ce cas tous les elements 
de G fixe au moins une droite de C 3 et done les resolutions crepantes de C 3 /G ne 
portent pas de formes harmoniques L 2 . 

6.4.3. le cas particulier ou G C Sp(2). Soit done G un sous groupe fini de Sp(2) et 
X — — > C n /G une resolution crepante 5 . Mais la dimension du noyau d'un element 
de G est 0, 2 ou 4. Puisque que les varietes ALE hyperkahlerienne de dimension 
complexe 2 ne portent des formes harmoniques L 2 qu'en degre 2 et qu'en ce degre 
la cohomologie L 2 est la cohomologie ordinaire, on obtient que pour 

M5,7i fc (O)=it(O) = {0} ct H 5 (0) = B*,(0) = Q)H 2 (Y l ) B \ 

i>i 

Pour la cohomologie ordinaire de O on sait que : H k (0) — {0} pour k — 3, 4, 6, 8 
et de plus H 5 (0) = ©^i? 2 ^) 5 * ^ H 5 (C) et aussi H 7 (0) ~ H 7 (C). Grace a 
nos suites exactes de Mayer- Vietoris, on obtient alors facilement : M k (X) = H k (X) 
des que k > 4. En fait cette analyse est valide pour toute variete isometrique au 
dehors d'un compact avec X, on obtient done : 

Theoreme 6.12. Soit G C Sp(2) un sous-groupe fini et ir : X — ► C 4 /G une 
resolution crepante, on equipe X d'une metrique QALE alors 

{0} si fc^2,4,6 

H 2 (X)~lm{H 2 (X)^H 2 {X)) si k = 2 

H 4 (X)~H 4 (X)~H 4 (X) si fc = 4 

H 6 (X) -lm(H^(X) ^ H 6 (X)) si fc = 6 

En general, pour toute variete {M,g) isometrique au dehors d'un compact avec X 
alors 

' H k {M) si k < 4 
H k (M) si fc>4 ' 



U k {X) = < 



S (M) 



5 Cela n'existe pas forcement. 
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Remarquons que si une resolution crepante de C 4 /G n'existe pas toujours, il 
existe toujours une resolution crepante de (C 4 \ B)/G. 

Revenons maintenant au cas d'une resolution crepante de C 4 /G. Lorsque g G 
Sp(2) on a de meme : 

age(g) + age^ -1 ) = 4 — dimker(p — Id). 

En consequence on a aussi 

dimker(g — Id) = 2 age(g) = age(g~ 1 ) = 1. 

EtpuisquedimH 2 (A) = dimH 6 (X) = card{[ 5 ] e C{D),&gc(g) = 3} et dimH 4 (A) = 
dimiJ 4 (X) = card{[g] e C(D),&ge(g) = 2}, on obtient encore : 

Corollaire 6.13. 

XlA x ) = dimH 2 (X) + dimH 4 (A) + dimH 6 (A) 
= card{[ 5 ] S C(G), ker(g - Id) = {0}}. 

Etudions maintenant les exemples du livre de D. Joyce : le premier (exemple 
9.3.9) est le schema de Hilbert de 3 points sur C 2 . Dans ce cas G est le groupe S3 
des permutations de {1, 2, 3} agissant sur {(x, y, z) £ (C 2 ) 3 , x + y + z = Q}~ C 4 . 
Ce schema de Hilbert de 3 points sur C 2 peut etre muni d'une metrique hyperkah- 
lerienne QALE et alors la variete obtenue ne porte de formes harmoniques L 2 qu'en 
degre 4 ou cet espace est de dimension 1. 

Le deuxieme exemple est en fait le schema de Hilbert de 2 points sur une surface 
hyperkahlerienne ALE, le groupe G en question est le produit semi-direct de Z2 
avec le produit H x H ou H est un sous-groupe fini de SU(2) = Sp(l). Dans ce cas 
si Y est la resolution crepante de C 2 /H, ce Schema de Hilbert Hilb 2 (F) ne porte 
de formes harmoniques L 2 qu'en degre 4 et 

dimH 4 (Hilb 2 (r ) ) = Ml)Ml)±l). 

6.5. Le cas general. Nous allons maintenant donner une interpretation topologique 
des espaces de formes harmoniques L 2 des varietes QALE. La reponse est ici moins 
lisible que pour les resolutions crepantes car on ne connait pas la cohomologie des 
resolutions localement en produit de C n /G. Soit done X une variete QALE asymp- 
tote a <C n /G ou G est un sous groupe de SU(n) tel que § 2n_1 /G soit a singularites 
isoles. Nos resultats precedents impliquent que la suite exacte courte suivante est 
valide : 

H k - l {K)®W k w ~ l (0) -U M k - 1 (dK) M k (X) H k (K)®U k {0) H k {dK). 

On peut deja determiner la cohomologie L 2 de X en degre 1 : nous avons en effet 
H° (O) = {0} et 

m\o)= H 2 - 2 "-(r l ) = {0} ; 

l>2n i -l,n i >l 

On conclut comme dans la preuve du theoreme (14. 1 IB que 

U\X)~H l c {X). 
De la meme fagon, nous obtenons : 

H 2 " _1 (X) ~ H 2n ~ x (X). 
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On va grace a cette suite interpreter M k (X) a l'aide de la cohomologie d'un sous 
complexe de C°°{A k T*K). Notons 

Y= \J Yi/Bi 

et 



Y P = \jY i /B i U |J {YiXSyJ/Bi 



on dispose d'applications 

/ : Y^dK CK et f P : Y P -> dK C A". 

On note H'(K,ker f*) (resp. H'(K, ker fp)) la cohomologie du sous complexe de 
C°°(A , T*i ; C) forme par les formes nulles lorsqu'elle sont tirees en arriere par / 
(resp. fp). Notre resultat est le suivant : 

Proposition 6.14. Pour k € [3,2n — 2], nous avons I'isomorphisme 

W k {X) ~ Im (H k (K,kcrf P ) -> H k (K,hsTf*)) . 

Demonstration. Soit U ~ [0, l[xdK un voisinage tubulaire de dK dans O, le bord 
de U est constitue de deux copies de K, on suppose que le bord de I? := K U U est 
{1} x dK, on peut aussi considerer les applications / : Y — > et fpiYp—* 3D 
et on a evidemment : 

H k (D,kerf*) ~ H k (K,kcrf*) et H k (D, ker f P ) ~ H k (K, ker f P ). 

On peut aussi calculer la cohomologie du complexe des formes differentielles sur J7 
dont le tire en arriere par / (ou par fp) de leur restriction a {1} x dK est nulle. 
En effet, on dispose des suites exactes : 

(6.8) H k - 1 (U) -» H k ~ l {Y) -» H k (U,kerf*) £T fc (t/) -> i? fc (F) 



(6.9) H k -\U) -» H k ~ 1 (Y P ) -> H k {U,kcrf* P ) -> H k (U) -> H k (Y P ). 
Notre calcul de la cohomologie de t/ l|6.1j) pour les degres fe e [1, 2n — 2] 

iT fc (t/)~ ff fc - 2 "' +1 (r i ) B "®0iJ fc (y,) B - 

2,fc>2rii — 1 i 

et les isomorphismes 

F*(y)= H k (Y) B ' et # fe (Y F ) = H fc - 1 (y 4 ) Sl ©0^ fe m) Sl 

i,rii>l i,rii — l i 

impliquent que la premiere fleche de la suite I|6.8J1 est surjective des que k > 2 ainsi 
dans ces degres : 

H k (U,kerf*) ~ ker (H k (U) -> H k (Y)) 

(6.10) „ H k - 2ni+l {Yi) Bi ® H k (Yi) B > 

i.k>2n-i — l i,rii=l 
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De meme pour k > 3, la premiere fleche de la suite 116.911 est surjective, on obtient 
done pour k e [3, 2n — 2] : 

H k (U,kerfp) * ker (H k (U) -» iT fc (Y F )) 

(6.11) „ jjk-toH + lQQ* 

i,fc>2n i -l,n i >l 

Mais on sait que pour k ^ alors H (li) = H k {Yi). Ainsi si on compare H6.11J1 
avec 116.81 i)) on obtient pour fc <G [3, 2n — 2] : 

(6.12) M k (0) ~ i? fe (C/, ker /J.) 

et en comparant Il6.1fl|l avec IJ6.81 ii)), on obtient pour fee [3, 2n — 2] : 

(6.13) HSr^O) ~ fl^^kerf). 

Puisque Y C Yp nos obtenons le diagramme commutatif suivant ou les Heches 
horizontales sont exactes : 



H k ~ 1 (K) © ker/p) 



H k ~ l (U) 



H k ~ 1 (K) © H k ^ 1 {U, ker/*) ^ H k ~ l {U) >■ 

H k {D,hstf* P ) >~ i? fe (if) © H k (U,hstf* P ) # fc (E/) 



H k {K)®H k (U,kerf*) 



H k (U) 



> H k (D,kerf*) - 

De plus nos calculs montrent que la premiere et la quatrieme fleches verticales 
sont injectives et les deuxieme et derniere fleches verticales sont des isomorphismes. 
Alors on se sert du lemme suivant qu'on montrera un peu plus loin : 

Lemme 6.15. Dans le diagramme commutatif suivant : 

A 



A 1 B' >■ C *~ D' >■ E' 

on suppose que les fleches horizontales sont exactes, que les quatrieme et derniere 
fleches verticales sont injectives et que la deuxieme fleche verticale est surjective 
alors la suite suivante est exacte : 

A' -> B' ~ ha(B -> B') -> Im(C -» C) -> D ~ Imp -> D') -> E ~ Im(E -> E 1 ). 
Pour en deduire que la suite suivante est exacte : 

H k ~ 1 (K) © iJ fc_1 ([/, ker /*) — > H k ~ 1 (U) -» 
->Im [H k (DM? f P ) ^ H k (DMr fl] ^ H k (K) ® H k (U,ke? f P ) H k (U) 
En comparant cette suite exacte a notre suite exacte : 
if fc_1 (D) eH* _1 (0) -> H^QJ) -> W k (X) -> iJ fe (D) ©H fc (C) -> ff fc (f7), 
a l'aide des isomorphismes Il6.12lfi.13ll . on en deduit l'isomorphisme voulu. □ 
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Prouvons maintenant le lemme H6.15J1 . 



Demonstration. Donnons des noms aux differentes fleches de ce diagramme com- 
mutatif : 

A _^ B _f 1 ^ c _P 1 ^ D _^ E 



fa 



A' 



<Pi 



B' 



fl 


h 


h 






L V4 j 



E' 



Puisque f± est injectif, nous avons : 

ker fA ol fA — ker <p± — ker ip\ o f 3 

et done 

ker y4 D Im f 3 = / 3 (ker ip^) = / 3 (Im ip 3 ) = Im ip' 3 o f 2 . 

Ceci montre l'exactitude de la derniere fleche. 

Remarquons que puisque /1 est surjectif, l'image de <p' 2 est forcement incluse 
dans l'image de f 2 , elle est en fait egale a l'image de f 2 ° f2- Et done de la suite 
exacte A' — > B' — > C", on en extrait la suite exacte j4' — > £>' — > Im/ 2 . 

Nous obtenons egalement : 

ker ip' 3 H Im/a = /2(ker p 3 ) = / 2 (Im ^ 2 ) = Im <y9 2 o /j = Im tp' 2 . 

□ 



II ne reste que le cas de degre 2. Dans ce cas, on sait aussi que 



t{0)= M 1 (Y i ) B ' et M 2 (0) = 



rr3— 2m 



i,3— 2ni>l,ni>l 



Si pour chaque i, on considere un point pi E Sv^, alors un petit calcul montre que 
la cohomologie de U relative & Z = dK \ (1J- n . =1 {Yi x {Bi.pi}) / ' Bi) vaut en degre 
1 : 

H\U,Z)= H^Y^K 

i^Ui — l 

Les memes arguments montrent a l'aide du lemme l|6.15|) que 

W 2 (X) ~ Im [H 2 (K, dK) -> H 2 {K,Z)\ . 
Ainsi nous avons obtenu : 

Theoreme 6.16. Soit (X,g) une variete QALE asymptote a C n /G oil G C SU(n) 
telle que les singularites de E> ~ 1 /G soient isolees alors 

H k (K,dK) ~ H k (X) si fc < 1 

lm (H 2 (K,dK) -» H 2 (K,Z)) si fc = 2 

Im(i? fc (if,ker/*) H k (K, ker f*)) si fc E [3,2n-2] 

H k (K) ~H k (X) sifc>2n-l 

Si de pfes dimension des singularites de E> 2n ~ 1 /G esi superieure ou egale a 3 

ff fe (if, clFC) ~ i? c fe (X) si fc < 2 
H fe (X) ~ <( H k (K,kerf*) sifcE[3,2n-2] 
H k (K)~H k (X) sifc>2n-2 



H fc (X) 
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6.6. Cohomologie L 2 a poids. Si on considere le poids /i tel que /i = ||a;|| 2a en 
dehors d'un compact, alors nous pouvons egalement determiner la cohomologie L 2 
a poids des varietes QALE asymptotes a C n /G oh les singularites de § 2n_1 /G sont 
isoles, lorsque a > n, on trouve 

et pour a < —n, nous obtenons 

M*{X) ~ H k (X). 
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